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Capitulo 1

Conicas

1.1 Introducao

Voceé sabia que durante varios séculos, pensava-se que as érbitas descritas
pelos planetas eram circunferéncias e que a Terra era o centro?

Johannes Kepler, (1571-1630) matematico e astronomo, estudou as érbitas
planetarias e observou que a 6rbita de Marte em volta do Sol era uma elipse
e nao um circulo, assim como os demais, embora sejam elipses menos esti-
cadas. Estudos que levaram as leis do movimento planetario. Ele observou
também que a velocidade de cada corpo celeste varia ao longo da trajetéria.

Ja que o Sol nao se encontra no centro da elipse e sim num dos focos, os
planetas ora estao mais préximos do Sol ora mais afastados. Kepler observou
que quanto mais préximo o planeta esta do Sol mais rapido ele viaja. Essa
relacdo matematica ficou conhecida como 2° Lei de Kepler: ”A linha que
une um planeta ao Sol atravessa areas iguais em intervalos iguais de tempo.”

Apolénio, um matemético e astronomo, (£262 — 190 a.C.), mostrou em
sua obra Secdes conicas, os resultados iniciados pelos seus antecessores,
mostrando que a partir de um cone é possivel obter as trés espécies de
secOes conicas, apenas variando a inclinacdo do plano de secao. Foi Apolonio
também quem introduziu os nomes parabola, elipse e hipérbole, utilizados
até hoje.

Uma segdo conica é uma curva obtida cortando-se um cone de duas
folhas, Figura 1.1, por um plano que nao passa pelo vértice, chamado de
plano secante.



1.1. INTRODUCAO
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Figura 1.1: Superficie Conica

Se a superficie for seccionada por um plano teremos:

e A Origem, quando o plano for perpendicular ao eixo de simetria, pas-
sando pelo vértice O.

e Um plano perfeitamente horizontal nao pelo vértice produz uma cir-
cunferéncia, Figura 1.2.

Figura 1.2: Circunferéncia

e Plano inclinado:

— Plano ligeiramente inclinado deforma a circunferéncia e cria uma
elipse, conforme Figura 1.3.
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1.1. INTRODUCAO

A 4
!

Figura 1.3: Elipse

— Na Figura 1.4, aumentando a inclinagao, a elipse nao se fecha e
se transforma em uma parabola.

A

Figura 1.4: Parabola

— Por uma plano vertical cria-se uma hipérbole, Figura 1.5, que é
a Unica das segOes conicas que possui dois ramos.

IMEF - FURG



1.2. PARABOLA

Figura 1.5: Hipérbole

Algumas aplicagoes:

1.2

As elipses sao usadas na fabricagdo de engrenagens de maquinas (En-
genharia Mecénica).

Os arcos de pontes de concreto e de pedras ou tetos tem muitas vezes
formas elipticas ou parabdlicas (Engenharia).

As parabolas sao usadas em espelhos refletores e faréis de automoveis.

Um teto curvo, como uma abdboda de uma catedral, os sons emitidos
em um foco tem melhor audibilidade nos pontos préximos ao outro
foco.

Os refletores de dentistas usam refletores elipticos que tem como ob-
jetivo concentrar o maximo de luz onde se estd trabalhando.

Alguns telescépios denominados refletores usam um espelho hiperbdlico
secundario, além do refletor parabdlico principal, para redirecionar a
luz do foco principal para um ponto mais conveniente.

Parabola

1.2.1 A Geometria da Parabola

A parédbola é o lugar geométrico dos pontos que estao equidistantes de
um ponto fixo, denominado foco(F') e de uma reta fixa (diretriz) nesse plano.
Toda parabola é simétrica em relagao a reta focal. Seu vértice é o ponto
V' da reta focal que equidista do (foco) F' e da reta diretriz d. A reta que
contém o foco e é perpendicular a diretriz chama-se eizo de simetria. Na
Figura 1.6, podemos observar os elementos da Pardbola.

IMEF - FURG



1.2. PARABOLA

eixo de simetria

reta focal F

rols

d reta diretriz Q Q' Q" Q"

Figura 1.6: Elementos da Parabola

Elementos:

e Foco: é o ponto F.
e Diretriz: é a reta d perpendicular ao eixo de simetria.

e Eixo de simetria: é a reta que passa por I’ e é perpendicular a d. A
curva é simétrica em relacao ao seu eixo de simetria.

e Vértice: é o ponto V' de intersecao da pardbola com seu eixo.
e p: parametro que representa a distancia do foco a diretriz.
e Reta V F: eixo de simetria da Parabola.

e Amplitude focal: é o comprimento da corda que contém o foco e é
perpendicular ao eixo de simetria.

Observamos que na Figura 1.6 para qualquer ponto da Parabola a distancia
até o foco é igual a distancia até a reta diretriz. Entao, dizemos que um
ponto P pertence a Parabola se e somente se

FP| = |PQ| (1.1)

Sabe-se que essa propriedade aumenta, por exemplo, a capacidade de
captacao de ondas pelas antenas parabdlicas, usadas em comunicacao e as-
tronomia. O formato da parabola faz com que as ondas se reflitam todas no
foco, nao importando em que ponto elas batam. Se o dispositivo receptor
estiver localizado no foco, garante-se que todas as ondas sejam captadas.

IMEF - FURG



1.2. PARABOLA

1.2.2 Equacoes reduzidas

Inicialmente consideremos a pardbola com vértice V(0,0), no plano car-
tesiano, temos duas situacoes a saber:

e O eixo da paribola é o eixo Oy: O ponto P(z,y) é um ponto

qualquer da parabola de foco F (0,%) e diretriz de equagao y = —%.

Pela definigao de pardbola expressa pela igualdade (1.1) levando em
consideragao que Q(x, — &) € d, temos:

p p
’(l‘—o,y—*>| = |($—$,y+§>|

2

\/($—0)2+(y—§>2 = \/(:U—x)2+(y+]29)2
p
2

2

2
=07+ (y=5) = @-2?+(y+3)
2 2
p P
Pyt -yt = vyt
2 = 2py (1.2)

A equacgdo (1.2) é a Equacao Reduzida da pardbola de vértice
na origem e eixo de simetria sobre o eixo Oy.

Abertura da Parabola com eixo de simetria no eixo das or-
denadas

— Concavidade voltada para cima: o foco pertence ao semi-eixo po-
sitivo das ordenadas. O nimero p # 0 é o parametro da parabola.
Pela Equacao 1.2, como py > 0, o parametro p e a ordenada y
tem sinais iguais. Se p > 0, a parabola tem abertura para cima.

6 Eixo de simetria: Oy
Concavidade voltada para cima

Equagdo:
22 =8y

11 -0 9 -8

Figura 1.7: Gréfico de 2 = 8y, com p > 0

IMEF - FURG



1.2. PARABOLA

— Concavidade voltada para baixo: o foco pertence ao semi-eixo
negativo das ordenadas. Se p < 0, a parabola tem abertura para
baixo.

reta diretriz y=2

3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
P1=(2.83,-1)

P3 = (4,-2)

Equagéo:

22 = —8y

Figura 1.8: Gréfico de #? = —8y, com p < 0

Pela Equagao 1.2, o grafico é simétrico em relagao ao eixo Oy, ja que
substituindo x por —x nao altera a equacao. Sendo assim, se o ponto
(z,y) pertence a curva, o ponto (—z,y) também pertence. Isso fica
claro nas Figuras 1.7 e 1.8.

e O eixo da pardbola é o eixo Ox: Seja P(z,y) um ponto qualquer

da pardbola de foco F(%,0) e diretriz de equacao x = —£.

A Equacgao reduzida da parabola com eixo de simetria sobre
o eixo Oz, de forma andloga ao primeiro caso, é dada por

y? = 2px (1.3)
Abertura da Parabola com eixo de simetria no eixo das abs-
cissas

— Concavidade voltada para direita: o foco pertence ao semi-eixo
positivo das abscissas. Entao p > 0, conforme Figura 1.9.

IMEF - FURG



1.2. PARABOLA

T =-2 Equagéo:

4
Reta diretriZ 2 _

P1=(1.31, 3.24) Y- =8z
3
2
1

F eixo de simetria
8 7 %6 5 -4 3 b 1 o T2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

P2 = (1.31,-3.24)

Figura 1.9: Grafico de y? = 8z, com p > 0

— Concavidade voltada para esquerda: na Figura 1.10, o foco per-
tence ao semi-eixo negativo das abscissas e p < 0.

reta diretriz

Equacéo:

2

y =8z 51-1.2.83)

eixo de simetria

11 -0 9 -8 -7 -6 -5

Figura 1.10: Grafico de y? = —8x, com p < 0

Com relacao a simetria da parabola, quando a equacao da parabola é
y? = 2pzx, temos valores de y que sdo simétricos. Entdo, a parabola é
simétrica em relagdo ao eixo dos x. Observamos este fato analisando os
graficos 1.9 e 1.10. Esta relagdo de simetria é 1til para a construgao de
graficos, pois determinando uma das metades do grafico a outra é uma
reflexao desta.

IMEF - FURG



1.2. PARABOLA

Proposicao Em relagao a um sistema ortogonal de coordenadas, as
equacdes y? = gz e 2 = qy descrevem pardbolas se, e somente se, g # 0.

Exemplo 1. Dada a equacio da pardbola y*> = Tz, obtenha as coordenadas
do foco, a equagao diretriz e o parametro.

Solucao:

Y =Tz
Equacao do tipo:
y2 = 2px

Portanto, a equagao representa uma parabola com eixo de simetria no
eixo dos z. Entao, o coeficiente de = é

2p =17

Logo o parametro é p = 3

As coordenadas do Foco: F(2,0) = F(I,0). Visto que a abertura da
parabola esta voltada para a direita.

7 7
Equacao da diretriz: « = I Ou x + 1= 0.
Um esbogo do grafico:
6
diretriz 5
Equagéo:
4 2
Yy =Tx
7 3
=7
2
1
eixo de simetria
o]V F
7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
-1
-2 Concavidade aberta para direita
-3
-4

Figura 1.11: Grafico da parabola y? = Tz

Exemplo 2. Tracar um esboco do grifico e obter a equagao da pardbola de
vértice V(0,0) e foco F(0, —1).

Solucdo: A equacdo é da forma z? = 2py, pois o foco estd localizado no
semi-eixo negativo das ordenadas. O eixo de simetria da parabola é Oy. O
parametro,

p
—=—-1=p=-2
D) p

IMEF - FURG



1.2. PARABOLA

A equacdo da pardbola é 2 = —4y.

Gréfico

d diretriz

Figura 1.12: Gréfico da parabola 22 = —4y

1.2.3 A Funcao do Segundo Grau

Toda parébola é definida por uma funcao de segundo grau (ou também
conhecida como funcao quadratica). Uma funcao do segundo grau é uma
funcdo polinomial dada pela forma f(z) = ax?® + bz + ¢, onde a,b,c sdo
constantes reais e a # 0. O grafico desta funcao é uma pardbola, com
concavidade para cima ou para baixo. observamos os graficos a seguir e
verifique como é possivel deduzir uma série de informagcoes sobre a parabola,
86 analisando a fungéo que a define:

Figura 1.13: Funcgoes do segundo grau

10
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1.3. TRANSLACAO DE EIXOS

as trés parabolas tem concavidade voltada para cima;

e em todas as fungoes, o coeficiente a = 1;

a pardbola azul nao tem raiz (a curva nao cruza o eixo x).

a pardbola vermelha tem uma tnica raiz, que coincide com o vértice;

a pardbola preta tem duas raizes;

nas trés fungoes, o valor do coeficiente ¢ coincide com o ponto em que
a curva corta o eixo y.

Observando o conjunto de parabolas, podemos concluir que:
e 0 parametro a estd relacionado a concavidade da pardbola;

e 0 parametro c é exatamente o valor da coordenada y do ponto em que
a pardbola corta o eixo y (no ponto em que z = 0);

e 0 numero de raizes esté relacionado com o niimero de pontos em que
a pardbola cruza o eixo z;

e quando a concavidade é voltada para cima, dizemos que o vértice é
um ponto de minimo, ou seja, o vértice é o ponto da parabola no
qual a coordenada y tem o menor valor possivel. De forma andloga, se
a parabola tem concavidade voltada para baixo, chamamos o vértice
de ponto de maximo, que é aquele em que a coordenada y atinge o
maior valor possivel.

1.3 Translacao de eixos

Uma curva nao é afetada pela posicao de seus eixos coordenados, mas,
no entanto suas respectivas equacoes sofrem alteracoes. Isto fica evidente
comparando o grafico da Figura 1.13 com os graficos anteriores.

Vamos analisar agora o caso em que o vértice de uma conica é um ponto
(h,k) do plano cartesiano, isto é, obtemos um novo sistema 'O’y cuja
origem é O'(h,k). Esse novo sistema tem a mesma unidade de medida,
mesma direcdo e mesmo sentido dos eixos Ox e Oy.

Nesses casos, as parabolas de equacio z? = 2py e y? = 2px, sdo transla-
dadas horizontalmente por h unidades e verticalmente por k unidades, desta
forma, o vértice da pardbola se move da origem do plano cartesiano para o

ponto (h,k).
Na Figura 1.14, as relages ¢ = 2/ + hey =y +koua’ =z —h
ey = y— k sao as férmulas de translacao e que permitem transformar

coordenadas de um sistema para outro.
A relacao entre os dois conjuntos de coordenadas é dado por:

11
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1.3. TRANSLACAO DE EIXOS

A1P:ﬁ—AA1:>y/:y—k
Blpzﬁ—BBl =2 =x—h

------------------------------------ b3 - -

>

! ok

of~~._ .-~

.

Figura 1.14: Translacao de eixos

1.3.1 Translagoes de Parabolas

e Eixo da parabola é paralelo ao eixo Oy: A equacao da pardbola
no novo sistema 2'O’y’, é z'?> = 2py’ usando as férmulas de translacao,
temos a forma padrao no sistema xOy

(x —h)* = 2p(y — k) (1.4)
Vértice: V(h,k) # (0,0), o vértice é um ponto de intersegao da parabola
com o eixo de simetria. Neste caso (O’ =V)

Foco: aqui o foco devera ser transladado verticalmente em relagao ao
vértice, portanto F (h,k‘ + 2).

2
Diretriz: a reta diretriz também sera transladada em relacao ao novo
L ~ p
vértice e sua equagao é y = k — 5

A equagao 1.4 é a equagao da pardbola de vértice V(h,k), com
eixo de simetria paralelo ao eixo Oy. Desenvolvendo a equagao
1.4 e isolando a varidvel y, obtemos:

z? —2zh+h? = 2py— 2pk
1 h h? + 2pk
y = g2 Dy TR
2p P 2p
y = az?+br+ec comaz0
12
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1.3. TRANSLACAO DE EIXOS

h

observamos que: a = — e b= ——.
2p p

A equacdo |y = az® + bz + c‘ ¢é a equagao explicita da parédbola.

A Equacgao geral é representada por ‘ ar? +br+cy+d=0 ‘, a # 0.

¢ Eixo da parabola é paralelo ao eixo Ox: a forma padrao no
sistema 2Oy

(y —k)* = 2p(z — h) (1.5)

A equagao 1.5 representa a pardbola de vértice V(h,k) e eixo de
simetria paralelo ao eixo dos x.

Foco: o foco deverd ser transladado horizontalmente em relagdo ao
vértice, portanto F (h + g,k)

Diretriz: estard localizada mais a esquerda ou a direita do vértice

P
—n-r
v 2

De forma anéloga, desenvolvendo a equacao 1.5 e isolando a variavel x,

obtemos ’ y = ax® +bx + c‘ que ¢é a equacao explicita da parabola.

A Equagao geralé‘byz—&—cx—kdy—i—f:O‘,b7é0.

Exemplo 3. Determinar as equagoes geral e explicita da pardbola com
vértice V(3,3) e foco F(5,3).

Solugao:

No plano cartesiano marcar as coordenadas do vértice e do foco. Ob-
servamos, pelo grafico 1.15 que a equacdo terd a forma padrdo (y — k)? =
2p(xz — h) e que a distancia do vértice ao foco corresponde a duas unidades
de comprimento (2 u.c.).

O parametro g =2..2p=8.

(y—3)?° = 8(z—3)
y? —6y+9 8x — 24
P —6y—8x+33 = 0

A equacgao geral é
Yy —6y—8x+33=0

e a equacao explicita é

33
vt

=¥
8 8"

ool

13
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1.3. TRANSLACAO DE EIXOS

Figura 1.15: Grafico de 4> — 6y — 8z +33 =0

O processo de completar o quadrado: quando a equacao da
parabola estiver na forma ax? 4 bz +cy-+d = 0 ou by? +cx+dy+ f = 0 e pre-
cisamos reescrever nas formas padrao como 1.4 ou 1.5 utilizamos a técnica de
completar o quadrado. Esse processo tem como base as formas dos produtos
notéveis (a+b)2 e (a —b)?, através de uma simples comparaco direta entre
os termos. Completando o trinémio quadrado perfeito podemos reescrever a
equacao de alguma conica na sua forma reduzida. Veja o préximo exemplo.

Exemplo 4. Reescreva a equacdo da pardbola na forma reduzida: y* + 2y —
120 +25=0

Solucao:

A equacdo esta escrita na forma by? +cy+dx+ f = 0, com b = 1. Vamos
usar a técnica de completar o quadrado para reescrever a equagao na forma
(y — k)? = 2p(x — h), entdo

V42— 122425 =0

Y2+ 2y =122 — 25

agora, realizando uma comparacao direta do termo do lado direito da equacao
com (a + b)?, temos

(a+b)?=a’>+2-a-b+b

Se a =y, pela equacao anterior 2 - a - b = 2y, entao

14
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1.4. EQUACOES PARAMETRICAS DA PARABOLA

Se b = 1, entdo b*> = 1, como temos que somar 1 ao membro a direita
da igualdade da equacao, para completar o trinomio quadrado, precisamos
compensar somando 1 ao membro da esquerda da igualdade. Assim,

Y H2y+1=122—-25+1
¥ +2y+1=12z—24

sendo assim,
(y +1)2 =12(x — 2)

Essa equacao representa uma parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo
x. Concavidade voltada para direita, cujo parametro p = 6.

1.4 Equagoes Paramétricas da Parabola

Considerando a equacio da parabola x? = 2py, cujo eixo de simetria é o
dos y. A posicao P(z,y) de uma particula que se move no plano zy é dada
pelas equagoes paramétricas e pelo intervalo de variacao do parametro.

Se fizermos = =t (t é o parametro), e isolando a variavel y na equagao,

1 ~ cros . ~
temos y = 2—t2. Entao, as equagoes paramétricas da parabola sao
p

x=t

1
y=—t% ondet € R (1.6)
2p

A Figura 1.16, corresponde a trajetéria da curva z2 = 2y.

Figura 1.16: Trajetoria definida por z =t ey = Bl
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1.5. AGORA TENTE RESOLVER!

De forma andaloga, se tivermos a parabola ao longo do eixo z, sua equagao
reduzida é y? = 2px e suas equacdes paramétricas sio,

1752

r=—

2p (1.7)
y=t,ondet eR

Observagao: Da mesma forma, obtemos as equacoes paramétricas no
caso de o vértice da pardbola nao ser a origem do sistema.

1
Exemplo 5. Obter as equagoes paramétricas da pardbola x> = 5V
Solucao:

Se fizermos = = t, entdo y = 2t assim

=1
y=2t>tecR
) . G,
correspondem as equagoes paramétricas da parabola z* = SV

Exemplo 6. Obter as equacdes paramétricas da pardbola (z+2)% = 2(y—1).

Solucao:
Se fizermos 42 = t, entdo x = t—2. Assim, 12 = 2(y—1) ou t? = 2y —2.
Portanto,
r=1t—2
2
Yy = 1 + 5, t € R

correspondem as equacoes paramétricas da parabola.

1.5 Agora tente resolver!

1. Associe cada representacao geométrica das parabolas com as equagoes

dadas:
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1.5. AGORA TENTE RESOLVER!

2. Determine o foco e a equacao da diretriz de cada pardbola. Esboce
cada uma das parabolas. Inclua o Foco e a diretriz em seu desenho:

(a) y? =12z
(b) y = 4a?

(c) 22 = —16y
(d) 2 +6y =0

3. Represente geometricamente e obtenha uma equacao da parabola que
satisfaca a seguinte condigao: V'(0,0) , passa pelo ponto P(—2,5) e a
concavidade estd voltada para cima.

4. Uma pardbola tem vértice na origem e passa no ponto P (8, —4) de-
terminar a equacao e seu foco se:

(a) O eixo focal é 0z
(b) O eixo focal é Oy

5. Determinar a equacao reduzida, o vértice, o foco, uma equacao da
diretriz da pardbola de equacao dada. Esbocar o grafico.
(a) 2y> —bx+8y—T7=0
(b) 222 =5y +8x—7=0
(c) 22 — 6y —62+33=0

6. Determinar a equagao, o foco, a equacao da diretriz e construir a
parabola de vértice na origem V(0,0), nos seguintes casos:

(a) Foco: F(0,4)
(b) Diretriz: x =5

7. Obter as equagoes paramétricas das pardbola:

17
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1.6. ELIPSE

1.6 Elipse

1.6.1 A Geometria da Elipse

A elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos desse plano é constante. Pela Figura 1.17 os
dois pontos distintos F} e F5, sao chamados de focos da elipse. Um ponto
P(z,y) pertence a elipse se, e somente se

S —
‘PFl‘ + ’PFQ’ = 2a

(1.8)

A origem O(0,0) do plano cartesiano é o centro da elipse. A distancia

entre F1 e Fy e o centro O é sempre igual e denominamos de c.

[Fi0| = | R0

focal.

FIP = 4.65

P(z,y)

F2P =3.35

Como

|, a distancia entre F; e Fy é igual a 2¢, chamada de distancia

|PF\| +|PF) = 2a
4,65+ 3,35 = 2a

8§=8

Figura 1.17: Definigdo de Elipse

Na Figura 1.18, a distancia entre o ponto A; e o centro O é sempre igual
a distancia do ponto As ao centro O. Essa distdncia chamamos de a, que

¢ a constante da definicdo. O niimero a é o semieixo maior, entao |A;As| é

igual a 2a chamado de eixo maior da elipse.
Como |]7171 | + |]71?2 | ¢ maior que o comprimento de |}71?*j2 |, pela desi-

gualdade triangular para o triangulo PF;F5, o nimero 2a é maior que 2c.
A distancia entre By e By ao centro O é sempre igual a b, que é o semieixo

menor. O comprimento |ByBz| = 2b e é denominado eixo menor da elipse.

18
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1.6. ELIPSE

T

Eixzo menor

Figura 1.18: Relacao entre as distancias dos vértices da Elipse

A elipse é simétrica em relacao a reta focal, que é a reta F1F5, a reta
nao focal e ao centro. Os elementos da elipse estao na Figura 1.19.

-4

-5

Figura 1.19: Elementos da Elipse

Elementos:
e Focos: sao os pontos Fj e Fb, que nao pertencem a elipse.
e Centro: é o ponto O(0,0), o ponto médio entre F} e Fb.

e Eixo maior: é o segmento A Ay, onde |A;As| = 2a, esse segmento
contém os focos.

19
IMEF - FURG



1.6. ELIPSE

e Eixo menor: é o segmento B;Bs, onde |B1Ba| = 2b esse segmento é
perpendicular a A;As no seu ponto médio.

C A C A Prp—
e Distancia focal: distancia entre os focos, onde |F} F3| = 2c¢.

e Vértices: sdo os pontos A1, As, By, Bs que pertencem a elipse.

1.6.2 Relacao Fundamental

— —
Na Figura 1.19, | B1 F3| = a, ja que a soma das distancias entre | By F| e

|B1F1| é igual a 2a, pela definicao de elipse e sabendo que | By Fa| = |B1Fi].
Sendo assim, no triangulo OF> B vale a seguinte relacao fundamental:

a? =b* + ¢* (1.9)

Essa igualdade mostra que b < a e ¢ < a.

1.6.3 Excentricidade

A excentricidade esta ligada a forma da elipse, existem, por exemplo,
elipses alongadas as quais podemos compara-las as érbitas dos cometas.

Sabemos que alguns cometas, tem Orbitas muito achatadas, é o caso do
cometa Halley, sua excentricidade é de 0,97, o que faz com que o cometa
quase nao feche a curva eliptica. Outras elipses sao mais arredondadas, que
é o caso das érbitas dos planetas do nosso Sistema Solar. A excentricidade
da orbita da Terra é 0,017, a de Marte 0,093. Portanto, podemos dizer que
a excentricidade determina quanto achatada é a curva.

Se a excentricidade for igual a zero a curva torna-se uma circunferéncia
onde O = F} = F3, por outro lado, quanto mais achatada for a elipse, mais
o seu valor aproxima-se de 1.

Se a excentricidade for igual a 1, a curva descreve uma parabola. Se pen-
sarmos nas trajetorias de cometas, se sua trajetéria descrever uma parabola,
o cometa passaria perto do Sol, apenas uma vez, daria a volta e escaparia
para sempre dos dominios do Sistema Solar, visto que a curva parabdlica é
aberta, ver Segao 1.2.

. . . c , ~
Chamamos de excentricidade o niimero real, e = —, que é a relagao entre
a

a distancia focal e o tamanho do semieixo maior

e= 2¢ = E, O<exl1
2a  a
Como ¢ > 0 e sempre menor que a a excentricidade é um ntmero positivo e
menor que 1.
Quando os focos sao muito proximos, isto é, ¢ é muito pequeno, a elipse
aproxima-se de uma circunferéncia. A Figura 1.34, mostra exemplos de
elipses e suas excentricidades.
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e=0 e=0,71 e=0,88

Figura 1.20: Elipses e suas excentricidades

1.6.4 Equacoes reduzidas

Seja a elipse de centro 0(0,0). Partindo da definigao de elipse 1.8, temos
dois casos a considerar:

e Quando o eixo maior estd sobre o eixo Ox : Seja P(r,y) um
ponto qualquer na elipse de focos Fi(—c,0), F(c,0), coma > cec > 0.

Por definicao:

FP|+|RP| = 2

VE4+e)24+y—-024+V(z—c2+@y—-02 = 2a
Vo2 +y2 +2cx+c2 = 2a— /22 +y2 —2cx + 2
(Va2 + 12+ 2 +2)? = (20— Va2 +y? -2z + 32)°

desenvolvendo os quadrados de ambos os lados da igualdade,

4y + 2+ = 4d® — a1+ 9?2 —2ca+ A + 22+ y? — 2cx +
dar/22 + 92 —2cx+ 2 = 4a® — dcx
av/z2 + y2 — 2cx + 2 a’ —cx
a?(x? +y? — 2cx + )

a* — 2d’cx + A2

a’z? + a2y2 —2d%cx + d®>? = a*—2d’cx + Pa?
a2x? — 222 a2y = ot — a2
(a2 o 62)332 + a2y2 —_ a2(a2 o 62)
21
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2

pela relacao fundamental da elipse 1.9, temos a®—c? = b2, substituindo

na expressao anterior

022? + a2y = %

dividindo ambos os membros da equacdo por a?b?,

S+ = L (1.10)

A equagao (1.10) é a Equacao Reduzida da Elipse de centro na
origem e eixo maior sobre o eixo Ox, como da Figura 1.19.

¢ Quando o eixo maior estd sobre o eixo Oy: Considere P(z,y)
um ponto qualquer na elipse de focos F(0, — ¢), F2(0,c), a reta focal
agora estd sobre o eixo das ordenadas. Sendo a elipse de centro na
origem 0O(0,0) pela Figura 1.21, efetuando um procedimento anélogo
a0 caso anterior,

- (1.11)

E a Equacao Reduzida da Elipse de centro na origem e eixo
maior sobre o eixo Oy.

|
|
|
Eixo maior: Oy I
|
|

Figura 1.21: Elipse de eixo maior sobre Oy
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Como a > b em toda elipse, para se certificar se a elipse tem seu eixo
maior sobre o eixo das abcissas ou das ordenadas, basta observar onde
estd o maior denominador (a?), na equacio reduzida. Se for denomina-
dor de 22, o eixo maior estd sobre Oz, caso contrario no Oy.

Exemplo 7. Determine os focos, vértices, excentricidade e faca um esboco

2
. x Yy

da elipse: — + =— = 1.
a elipse 25+9

Solucao: Pela equacgao centro é a Origem.
O eixo maior estd sobre Oz, pois a? é o maior denominador de z2:

a>=25 "a=5

b? é o menor denominador, entdo o eixo menor estd sobre Oy:

Pela relacio fundamental: a> =b*> + > = c =4
Vértices: A; = (—5,0), A2(5,0), B1(0, — 3), B2(0,3)
Focos: F1(—4,0), F»(4,0)

Excentricidade: e = c_Z_ 0,8.

a

Dica: Para esbocar a elipse, podemos usar o desenho de um retangulo
como guia, centralizado na origem e com lados paralelos aos eixos. Observe
a Figura 1.22.

Figura 1.22: Gréfico da elipse: 22/25 + y%/9 =1

Exemplo 8. Obter uma equacgao reduzida para a elipse que satisfaz as se-
guintes condigdes: as coordenadas dos focos sao (0,2) e (0, —2) e o eixo
mazor tem comprimento 10.
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Solucao: Observe que os focos sao pontos sobre o eixo Oy, portanto a
reta focal estd sobre esse eixo.
. . . —— .
O eixo maior tem comprimento 10, sabemos que |A; As| = 2a, entao

10=2a=a=>5

Assim, temos as coordenadas dos vértices interse¢ao da elipse com o eixo
Oy: A1(0,5) e A2(0, —5).
Pela relacao fundamental a? = b? + ¢ = b> = 21. Portanto, a equacao

da elipse é

Figura 1.23: Grafico do exemplo

1.7 Translacoes de eixos

1.7.1 Translagoes de Elipses

Quando transladamos uma elipse horizontalmente por A unidades e ver-
ticalmente por k unidades, seu centro se move de (0,0) para (h,k). Pela
Figura 1.24, observamos que a translagdo nao modifica o comprimento dos
eixos.
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Figura 1.24: Elipse com centro em (h,k)

Para uma elipse de centro C(h,k), temos duas situagoes:

e Quando o eixo maior é paralelo ao eixo Ox: Utilizando as
equagoes de translacao de eixos, da segao 1.3,

2 /2
%WLZZT:l_m/:x—h,y/:y—k

obtemos a equagao da elipse de centro C(h,k) com eixo maior
paralelo ao eixo Oz.

& ;2h)2 + ;2k)2 —1 (1.12)

Equagao Geral: Se eliminarmos os denominadores, desenvolvermos
os quadrados e ordenarmos os termos, obtemos a equagao geral

‘a$2+by2+cx+dy+f20‘comaebde mesmo sinal.

As coordenadas dos focos e vértices sdo transladados em relacdo ao
novo centro (h,k):

Focos: Fi(h + ¢,k), Fa(h — ¢,k)
Vértices: Aj(h+ a.k), A2(h — a.k), Bi(h,k+b), Ba(h,k — ).

¢ Quando o eixo maior é paralelo ao eixo Oy: De forma andloga:

& ggh)Q + ;QW —1 (1.13)
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E a equagao da elipse de centro C(h,k) e eixo maior paralelo
ao eixo Oy. Nesse caso, as coordenadas dos focos e vértices sao:

Focos: Fy(h,k + ¢), Fa(h,k — ¢)
Vértices: Aj(h,k+a), Aa2(h,k —a), Bi(h + b,k), Ba(h — b,k).

Exemplo 9. Identifique a conica de equacdio 4z +9y?> — 162+ 18y —11 = 0,
seus elementos e construa o grdfico.

Solucao: Iniciamos escrevendo a equagao,

422 + 9y — 162+ 18y — 11 = 0
422 +9y% — 162+ 18y = 11
4z —4x) + 92 +2y) = 11

onde agrupamos os termos de mesma variavel e evidenciamos os fatores 4
e 9 para facilitar a construgao dos trindomios quadrados nestes parénteses,
assim

4% =4z +4) + 9y  +2y+1) = 11+4(4) + 1(9)
4z -2 +9y+1)? = 36
(-2  (y+1)?
o T 4

=1

Que é a forma padrao da elipse de centro C'(2,— 1) e eixo maior paralelo
ao eixo Ox.

Para determinar os Focos, precisamos do valor de c. Pela relagao funda-
mental a® = b>+c% ou 9 = 4+c?, temos ¢ = /5 e os focos sdo Fy(2++/5,—1)
e F5(2—+/5,—1).

Pelo gréfico temos os vértices: A;(5,—1), Aa(—1,—1), B1(2,—3), B2(2,1).
V5

Excentricidade: e = 5
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Figura 1.25: Elipse com centro em (2, — 1)

Exemplo 10. Determine a equacdo da elipse de eixo maior nos extremos
(1,—4) e (1,8) e com comprimento do eixo menor igual a 8.

Solugao: A Figura 1.26 mostra os extremos do eixo maior , o eixo menor.

A2

B1 c B2

B1B2=8

A1

Figura 1.26: Dados do exemplo

—h)? — k)2
el N Clll) Y
b2 a?
Onde o centro estd no par (1,2) do eixo maior. Os valores de a e b, sdo
respectivamente

A equagao para essa elipse serd

8 — (—4) 8
“ 2 ’ 2
_ (-1 (y—2)?
A ~ 1.
equagao que procuramos é ~— %6
27
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1.8. CIRCUNFERENCIA

1.8 Circunferéncia

A circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos que estao equidistantes
de um ponto fixo. Tal ponto fixo chama-se centro da circunferéncia e a
medida da distancia é o raio.

Um ponto P pertence & circunferéncia se, e somente se \ﬁ | =, isto é,

VE—h2+y—k2=r (1.14)
Se o Centro da circunferéncia é o ponto C'(0,0) entao a equagao
2?4y =r? (1.15)

representa a equagao da circunferéncia de centro na origem C(0,0),
conforme 1.27.

P(z,y)

Figura 1.27: Defini¢ao de circunferéncia

Se a circunferéncia tem centro em C(h,k) e raio r a equacao é dada por:

(x —h)?> + (y — k)*> =2 (1.16)

a equagao (1.16) é a equagao reduzida da circunferéncia de centro
C(h,k) que é satisfeita apenas para as coordenadas dos pontos que estao na
circunferéncia, conforme a Figura 1.28.
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8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1

Figura 1.28: Circunferéncia de centro C'(h,k)

Equacgao geral de uma equacao de circunferéncia: Desenvolvendo
a equagao (1.16):

22 —2hx + h? +y? — 2ky+ k> — 12 =0
a2+ —2hr —2ky + A2+ K> -2 =0 (1.17)

A equagao (1.17) é a equacao geral e pode ser escrita como:

>+ + Az +By+C=0 (1.18)
Com A= —2h, B= -2k, C =h?>+ k> — 12

Exemplo 11. Encontre a equagdo geral da circunferéncia com centro C(2,3)
e rato r = 2.

Solugao: Partindo da equacao reduzida, considerando o centro C'(2,3) e
oraior = 2:
(x—2)*+(y—3)2=2°

Desenvolvendo essa equacao, a equagao geral da circunferéncia é

2+ 9?4z —6y+9=0.

Observagao: uma equacao nas variaveis x e y representa uma circun-
feréncia se, e somente se, pode ser escrita (x — h)? 4 (y — k)? = 72, com
a€R,beRer>0. Os coeficientes de 22 e y? devem ser iguais e nao existe
na equacao um termo misto xy.
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Posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia: Para
determinarmos a posicao relativa entre uma reta s e uma circunferéncia de
equacio 2 +y% + Az + By + C = 0, devemos:

e determinarmos o raio r e o centro C' da circunferéncia, que pode ser
realizado processo de completar quadrados;

e calcular a distancia d do centro a reta dada;
e comparando a distancia obtida com o raio r:

— Se d = r = reta tangente a circunferéncia.
— Se d < r = reta secante a circunferéncia.

— Se d > r = reta exterior a circunferéncia.

e sendo necessario determinar o ponto de intersecao da curva com a
reta, basta substituir a equacao da reta na equacao da circunferéncia
e determinar o ponto de interse¢do (no caso da reta tangente) ou os
pontos de intersegao (no caso da reta secante). A Figura 1.29 ilustra
as situagoes.

Reta Tangente

Reta Secante
B

Reta Exterior

Figura 1.29: Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

Exemplo 12. Verifique se a reta s : © = 5 € tangente a circunferéncia de
equacdo x> + % — 2z + 4y — 11 = 0, caso afirmativo, determine o ponto de
intersecao da reta com a circunferéncia.

Solugao: Escrevendo a equagao geral na forma reduzida (completando
quadrados), temos: (x — 1)? + (y + 2)? = 16, portanto o raio é 4.
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1.9. EQUAQOES PARAMETRICAS DA ELIPSE E DA
CIRCUNFERENCIA

Calculando a distancia do centro da circunferéncia C(1,—2) aretaxz = 5,
d(C,s) = 4.

Portanto, se d = r, a reta é tangente a circunferéncia. Para determinar o
ponto de intersecio substituimos x = 5, na equacio x?+y%—2x+4y—11 = 0,
assim

25442 —10+4y —11=0

ajustando os termos
Y +4y+4=0

resolvendo essa equagao temos que y = —2. Entao, P(5, — 2), é o ponto
de intersecao da reta s com a circunferéncia, veja o grafico na Figura 1.30.
Observe que ¢é possivel resolver o problema apenas esbocando o gréfico.

f

Figura 1.30: Dados do exemplo

1.9 Equacgoes Paramétricas da Elipse e da Circun-
feréncia

Equagoes Paramétricas da Elipse

Para escrever as equacoes paramétricas da elipse tracamos uma circun-
feréncia de centro C'(0,0) e raio igual ao semieixo maior a da elipse, conforme
a Figura 1.31.

Sabendo que a equacgao da elipse de eixo maior sobre o eixo x é

2 2
T+l -
a b2
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CIRCUNFERENCIA

Considere um ponto P que pertence a elipse e uma reta que passa por
P é paralela ao eixo y interceptando a circunferéncia em P;. O raio da
circunferéncia r = C'P; determina com o eixo  um angulo 6.

P1

Figura 1.31: Equacoes paramétricas da elipse

Da trigonometria, a projecao do raio da circunferéncia no eixo dos = é
dada por z = a cosf entao,
(acosf)? 42
2 + 2= 1 (1.19)
resolvendo a equagao (1.19),
2
‘7;—2 =1 —cosf? = sin 6?

chegamos a y = bsin 6. Logo,

{ T = acosb (1.20)

y=>bsinf, onde 0 < 0 < 27

sao as Equacoes paramétricas da elipse de eixo maior sobre Oz.
Aqui o parametro é o 6, para cada valor de 6 corresponde apenas um ponto
P da elipse, quando o parametro varia de 0 a 2w. O ponto parte de (a,0) e
descreve a curva no sentido anti-horario.

2 2
x
Exemplo 13. Obter as equacgoes paramétricas da elipse — + v

=1
36 25

Solucdo: Se, a®> =36 .".a=6¢e b> =25 .. b=75, entdo
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CIRCUNFERENCIA

x = 6cosf
y = b5sinf
sao as equacoes paramétricas da elipse.

Quando o eixo maior esta sobre o eixo Oy as equagoes paramétricas
sao:

{ x =bcosl (1.21)

y =asinf
Quando o centro da elipse for C(h,k), temos:

As equagbes paramétricas da elipse de eixo maior paralelo ao eixo
Ozx:

{ x=h+acosf

y=k+bsinf (1.22)

As equagoes paramétricas da elipse de eixo maior paralelo ao eixo

Oy:

{ x=h+bcosf (1.23)

y=k+asinf

Exemplo 14. Obter as equacdes paramétricas da elipse 92> + 4y* — 54z +
6y 4+ 61 = 0.

Solugao: A equagao acima pode ser escrita como:

(x—43)2+(y—52)2:1

portanto, é uma elipse com eixo maior paralelo ao eixo y. Entao, sua equagao
paramétrica é:
x =3+ 2cosf
{ y=—243sind.

Equacgoes Paramétricas da Circunferéncia Considerando a equacao:
2?2 4+ y? = r2, com centro na origem. Se fizermos 6 percorrer todos valores
do intervalo [0,27), temos a seguinte equagao,

T = rcosf

. 1.24
{ y = rsind. ( )

Se o centro da circunferéncia for C'(h,k), as equagoes paramétrica sao

x = h+ rcost

1.2

{ y =k + rsind. (1.25)
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1.10 Agora tente resolver!

1.

Escreva cada equagao na forma padrao, represente geometricamente
cada uma das elipses com todos seus elementos e escreva as equagoes
paramétricas.

(a) 1622 + 25y% = 400

(b) 222 +y> =2

(c) 322 +2y%> =6

Determinar os vértices, os focos, as extremidades do eixo maior e me-

2 2
i v _
nor e construir a elipse: — 4+ == = 1.

16 25

Determinar a elipse de centro na origem e

(a) Eixo maior igual a 8, semi eixo menor igual a 2 e eixo focal y = 0.

(b) Distancia focal igual a 8, eixo maior igual a 12 e eixo focal z = 0.

Sabendo que os focos de uma elipse sdo F1(0,v/3) e F»(0, —v/3) e a
1

excentricidade e = 3 determine sua equacao.

Se A(0,3) e P(1.67, — 2) sao pontos de uma elipse cujos focos s@o
F1(0,2) e F5(0, — 2), calcule a area do triAngulo PF} F5.

Identifique cada uma das conicas abaixo, determine todos os seus ele-
mentos e escreva as equagoes paramétricas de cada uma delas:

(a) 422 + 9y? — 24z — 36y — 252 =0
(b) 22 +4z+y*> =12
) (

( —4)2+(y—2°=25
(d )x +y2=9

C

Dadas as equagbes paramétricas a seguir, determine as equagoes redu-
zidas e identifique cada curva:

(a) x = b5cosl, y = bsend

(b) = cosb, y = 3send

(¢) © =24 4cosl, y = 3 + 2send.
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1.11 Hipérbole

1.11.1 A Geometria da Hipérbole

A Hipérbole é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja diferenca
das distancias, em valor absoluto, a dois pontos fixos desse plano é uma
constante. Os pontos fixos sao os focos da hipérbole. Assim, todos os pontos
P do plano que satisfazem a Equacao 1.26 representam uma hipérbole,

— —
|PFi| — |PF|| = 2a. (1.26)

A Figura 1.32, mostra uma hipérbole, com centro na origem, eixo focal
sobre o eixo x, pois os focos estao sobre esse eixo. Os vértices A; e Ay sao
pontos que pertencem aos ramos da hipérbole intersecao com o eixo focal.
A hipérbole é a tnica que possui dois ramos, resultantes da intersecao do
cone de duas folhas com um plano paralelo ao eixo de simetria do cone.

Na hipérbole os focos estao mais distantes do centro, portanto, ¢ > a.
Como a hipérbole tem dois ramos, para um ponto P sobre um dos lados da
hipérbole, por exemplo, no direito, temos PF; — PFy = 2a. Sobre o outro
lado PF2 — PF1 = 2&, entao d(P,Fl) — d(P,FQ) =12,

Figura 1.32: Estrutura da Hipérbole

Com relagao a simetria, essa curva é simétrica em relacao ao eixo focal e
a reta perpendicular ao eixo focal, passando pelo centro. Pela Figura 1.33,
fica claro que, o comprimento |A; F1| é igual a |AgFy|.

Elementos:

e Focos: os pontos F} e F, que nao pertencem a hipérbole.
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C oA C A -
e Distancia focal: distancia entre os focos, onde |F} F3| = 2c¢.

e Centro: é o ponto O(0,0), e corresponde ao ponto médio entre Fj e
Fy.

3 7 }
e Eixo real ou transverso: é o segmento A;As, onde |A1As| = 2a, A; e
Ay 880 intersecdes dos ramos da hipérbole com o eixo focal.

. . . ’ . . Ve —>
e Eixo imaginério ou conjugado: é o segmento By Bs, onde |B;Ba| = 2b
esse segmento é perpendicular ao eixo focal, passando pelo centro.

e Assintotas: retas que contém as diagonais do retangulo fundamental
da hipérbole, passando pelo centro da hipérbole, veremos com mais
detalhes na secao 1.11.5.

-11 -10 -9

[

Figura 1.33: Elementos da Hipérbole

1.11.2 Relacao Fundamental
Do triangulo retangulo C' A3 By, temos
A =a*+ v (1.27)

Observe que c >b>0ec>a > 0.

1.11.3 Excentricidade

. . . , c , ..
A excentricidade da hipérbole é e = —, onde a é o semieixo transverso e

c é a distancia do centro a um dos focos.aComo ¢ > a, o valor da excentrici-
dade é maior que 1. A excentricidade esta relacionada com a abertura dos
ramos da hipérbole. Quanto maior a excentricidade, maior sera a abertura.
Observem as Figuras 1.34 e 1.35.
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Figura 1.34: Excentricidade da hipérbole e =1

Figura 1.35: Excentricidade da hiperbole e = 4

1.11.4 Equagoes Reduzidas

Partindo da definigao 1.26, considere dois pontos no plano distintos,
nomeados de F; e Fj tal que a distancia d(F;,F3) = 2¢. E um nimero real
a tal que 2a < 2¢, onde 2a é a constante da definicdo. Assim, temos dois
casos a considerar:

¢ Quando o eixo real esta sobre o eixo Ox : Seja P(x,y) um ponto

qualquer na hipérbole de focos F1(—c,0), F»(c,0), com ¢ > a e ¢ > 0.
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Pela definicao 1.26

VE+e?+y-02-VE—c?+-0? = 2
VE+o?+ -0 -VE-0’+ -0 = +2

(x+c)2+y? = F2a++/(z—c)? +y?

De forma andloga a deducao da equagao da elipse, queremos chegar
a uma equacao equivalente a esta livre de radicais. Elevamos ao qua-
drado ambos os membros, reagrupamos os termos e elevamos ao qua-
drado novamente para obtermos,

(62 o CLQ),IZ . a2y2 — a2(02 o CL2)

Pela relacdo fundamental da hipérbole, temos b? = ¢*> — a?, entéo
b2x? — a?y? = a?b?, que é normalmente escrito como:
2 2
T Yy

A equacao 1.28 é a Equacao Reduzida da Hipérbole de centro
na origem e eixo transverso (ou real) sobre o eixo Oz, como a
Figura 1.36.

Fquacgao da assintotar :

-3x-4y =0

wacao da assintota s :
-3x+4y=0 -4

Figura 1.36: Hipérbole de eixo transverso sobre o eixo Ox

Dica: A hipérbole pode ser esbogada com o desenho de um retangulo
fundamental centralizado na origem e lados paralelos aos eixos coor-
denados. As retas r e s que contém as diagonais do retangulo sao as
assintotas da hipérbole.
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e O eixo real esta sobre o eixo Oy: Seja P(z,y) um ponto qualquer
na hipérbole de focos Fy(0,c), F»(0, — ¢), com ¢ > a e ¢ > 0. Pela
definicao 1.26, a hipérbole com centro na origem e eixo vertical y como
seu eixo focal tem a seguinte equagao:

2 2
Y =
primir i 1. (1.29)
A equacao 1.29 é a Equacao Reduzida da Hipérbole de centro
na origem e eixo transverso (ou real) sobre o eixo Oy, como a

Figura 1.37.

FEquacgao da assintotar :
-2x-3y=0

>

Fquacao da assintota s :2x -3y =

Figura 1.37: Hipérbole de eixo transverso sobre o eixo Oy

Observacgao: Compare as equacoes 1.28 e 1.29, o termo com sinal posi-
tivo no primeiro membro da equacao reduzida indica o eixo que contém os
focos e o denominador desse termo, em qualquer dos casos, é a?. Diferente
da elipse, ndao nos preocupamos com o maior denominador, pois aqui, o valor
de a pode ser maior, menor ou igual a b.

1.11.5 Assintotas da Hipérbole

Os retangulos das Figuras 1.36 e 1.37, sao chamados de retangulos fun-
damentais da hipérbole, que tem diagonais contidas nas retas,

b b
Yy=-—-, y=——x (130)
a a

que sao as assintotas da hipérbole, no caso do eixo transverso sobre o eixo z,
Figura 1.36. Elas fornecem uma orientacao de que precisamos para desenhar
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as hipérboles. Lembrando que as equacgoes das assintotas na forma reduzida,
sao do tipo y = mx, sendo m a declividade da reta. Para determinar
as equagoes das assintotas, quando eixo real estd sobre o eixo x, podemos
substituir o 1 por zero do lado direito da equagao:

2 2 2 2
x Yy x vy b

. . . . a
De forma andloga, quando eixo transverso estd sobre o eixo y: y = g:c e

a - . ~ .
Yy = —gx, sao as respectivas equagoes das assintotas.

Exemplo 15. Escreva a equagao na forma padrao e determine o centro, os
vértices e focos da hipérbole: 16x% — 9y? 4 144 = 0.

Solucao: Escrevendo a equagao na forma padrao temos:

1622 — 9y = —144
2 2
¥ _Yy _
-9  —16

2 2

yv_r _ 4
16 9

Que é a equacao padrao para uma hipérbole de eixo transverso sobre o
eixo y, com centro C'(0,0). Para obter os vértices A; e As, fazendo x = 0,
temos

y2 2
—=1=y"=16
16 Y

logo, A1(0,4) e A3(0, —4). Da mesma forma, se y = 0, temos

que é uma equacao impossivel no conjunto dos reais. Entao, a curva nao
corta o eixo dos z. Pela relacdo fundamental: ¢ = a®+ b2, temos o semieixo
focal,

A =16+9
2 =25
c=>5.

)
Portanto, F1(0,5) e F5(0, — 5). Excentricidade ¢ = e A Figura 1.38 apre-

senta o gréafico da hipérbole.
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Figura 1.38: Hipérbole de equacio: 1622 — 9y? + 144 = 0

Exemplo 16. Determine a equacdo reduzida, os vértices e equacoes das
assintotas da hipérbole de centro ma origem, eizo transverso 8 e um dos
focos em (0, —5). Esbogar o grdfico.

~ . - ~
Solugao: Se o eixo transverso mede 8, como | A As| = 2a, entao

Com um dos focos em (0, — 5) temos: ¢ = 5. Pela relagao fundamental
da hipérbole ¢? = a? + b?, determinamos b

b2 =25 — 16
b2 =9.

Assim, a equagao reduzida da hipérbole é

2 2
vy _q,
16 9
~ , - 4 4
As equacoes das assintotas, sdo y = gsc ey = —gzc.
Grafico:
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Figura 1.39: Hipérbole de equacio: y?/16 — 22/9 =1

1.12 Translacoes de eixos

1.12.1 Translagoes de Hipérboles

Quando transladamos uma hipérbole horizontalmente por A unidades e
verticalmente por k unidades, seu centro se move de (0,0) para (h,k). Pela
Figura 1.40, observamos que a translacao nao modifica o comprimento dos
eixos.

Figura 1.40: Hipérbole com centro C'(h,k)

42

IMEF - FURG



1.12. TRANSLACOES DE EIXOS

Utilizando as equacoes de translagao de eixos, da secao 1.3. Temos dois
casos a considerar:

¢ Quando o eixo transverso (ou real) é paralelo ao eixo Ox:

— =1 (1.31)

obtemos a equagao da hipérbole de centro C(h,k) com eixo
transverso paralelo ao eixo Oz.

Equagao Geral: Se eliminarmos os denominadores, desenvolvermos
os quadrados e ordenarmos os termos, obtemos a equagao geral

‘ ar? + by’ +cx +dy+ f = 0‘ com a e b de sinais contrérios.

As coordenadas dos focos e vértices sdo transladados em relagao ao
novo centro (h,k):
Focos: Fi(h + c,k), Fo(h — ¢,k)

Vértices: Aj(h+ a.k), Aa(h — a,k)
b
Assintotas: y = :lzg(x —h)+k

¢ Quando o eixo transverso (ou real) é paralelo ao eixo Oy: De
forma analoga,

_ =1 (1.32)
obtemos a equagao da hipérbole de centro C(h,k) com eixo
transverso paralelo ao eixo Oy.

As coordenadas dos focos e vértices sao transladados em relagao ao
novo centro (h,k):
Focos: Fy(h.,k + ¢), Fa(h,k — ¢)

Vértices: Ai(h,k+ a), Az(h,k — a)
Assintotas: y = :l:%(q: —h)+k

Exemplo 17. Identifique a conica de equacio 25x% — 36y* — 100x — 72y —
836 = 0, seus elementos e faca um esbogo do grifico.
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Solucao: Para escrever a equacao na forma reduzida, agrupamos os ter-
mos de mesma varidvel e evidenciamos os fatores 25 e 36 para facilitar a
construgao dos trindmios, assim

2522 — 36y% — 100z — T2y — 836 = 0
25(z% — 4x) — 36(y° +2y) = 836
25(x% — 4z +4) —36(y> +2y+1) = 836+ 100 — 36
25(x? — 4o 4+4) — 36(y* —2y+1) = 900
(z—-2)?% (y+1)

- = 1
36 25

Que é a forma padrao da hipérbole de centro C(2, — 1) e eixo transverso
paralelo ao eixo Ox. Pela relacio fundamental ¢? = a® + b2 ou ¢? = 36+ 25,
temos ¢ = v/61 e os focos sao F1(2+ V61, — 1) e [5(2 — /61, —1).

Pelo gréfico temos os vértices: A;(8, — 1), Aa(—4, —1).

V61

Excentricidade: e = ——.

6

Assintotas: y = g(x —2)—ley= —g(m‘ —-2)—1.

Representacao geométrica:
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1.12.2 Equagoes Paramétricas da Hipérbole

Para obter as equagoes paramétricas da hipérbole, consideremos a equacao
da hipérbole de eixo transverso sobre o eixo Ox com centro C(0,0):

2?2 ,
a2 b2 '
_ \2 /y\2 .
Escrevendo essa equacao como, (—) — <7> = 1, deixando os quadrados
a b
em evidéncia, significa dizer que — e 3 sao numeros reais cuja diferencga de
a

seus quadrados é sempre igual a 1.
Uma relagao auxiliar da trigonometria conhecida é

sin(x) + cos?(z) = 1,

in(f
dividindo ambos os membros por cos?(#), temos <21n( ) ) +1=

o 1 os(0) (cos1<9>)2'

= tan(f) e = sec(f), entao substituindo na
os(0) () cos(6) ()
equacio anterior podemos escrever sec?(x) — tan?(z) = 1.

Agora podemos comparar esse resultado com a equagao da hipérbole,

Portanto,

- sec(f) — = = asec(0)
a

% = tan(f) — y = btan(0)

onde 0 < 0 < 2m e 0 # {n/2,3m/2}. Assim, as equagdes paramétricas da
hipérbole de eixo transverso sobre o eixo Oz sao:

{ z = asec() (1.33)

y = btan(0)

Quando o eixo real estd sobre o eixo Oy as equagOes paramétricas sao:
x = btan(0)

{ y = asec(0) (1.34)

Quando o centro da elipse for C(h,k), temos:
Para o eixo real paralelo ao eixo Oux:

x = h+ asec(f)
{ y =k + btan(0) (1.35)
Para o eixo real paralelo ao eixo Oy :
x = h 4+ btan(d)
{ y =k + asec(0) (1.36)
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Exemplo 18. Determinar a equagdo reduzida, a equagdo geral e as equagoes
paramétricas da hipérbole de centro em C(4,—2), eizo transverso mede 8, €
paralelo ao eixo y e eixo imagindrio mede 4.

Solucao: Temos que o centro é C'(4,—2),2a =8 - .a=4e2b=4..b=2.
Se a hipérbole tem eixo transverso paralelo ao eixo y, significa que o
eixo focal estd sobre esse eixo. Entao a equacao da hipérbole é do tipo:
(y—k)? (z—h)?
a? b2

=1, assim

(y+2)? (x—4)?
6 4

=1

A equacao geral é

(y? + 4y + 4) — 4(x® — 8z + 16)
16

=1

Y+ Ay +4—42% + 322 — 64 =16
P —42® + 320 +4y—76=0

As equagoOes paramétricas sao

r =4+ 2tan(d)
y = —2+ 4sec(h)

QGréfico:

IS

y = -2x \6 F y=2x-10

Figura 1.42: Hipérbole de equacio: y? — 42? + 322 + 4y — 76 =0
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1.12.3 Agora tente resolver!

1.

Uma hipérbole tem centro na origem e eixo imaginario igual a 8.
Sabendo-se que um foco é (0,-5), determinar sua equagao, as equagoes
das assintotas e sua excentricidade.

Achar a equacao de uma hipérbole de centro na origem e:

(a) Eixo focal sobre o eixo z, eixo real 2a = 10, eixo imagindrio
2b = 8. E, encontre as equacoes das assintotas.

)
(b) Eixo focal sobre Oy, 2a = 16 e excentricidade igual a T E,

encontre as equagoes das assintotas.

Encontrar a equacao da hipérbole com focos nos vértices da elipse

22 g2
% + 9= 1 e vértices nos focos dessa elipse.

Obter a excentricidade da hipérbole equildtera cuja distancia focal é
igual a 6 unidades de comprimento

A equacio de uma das assintotas da hipérbole z? — y? = 16

(a) y=2x—1
(b) y =4da
(c) y=u
(d) y=2z

Determinar a equagao geral da hipérbole de centro (3,5), eixo real igual
a 10, paralelo ao eixo x e eixo imagindrio igual a 6.

Determine a equagao da hipérbole de centro C(3, — 2) e eixo real
paralelo ao eixo x, sabendo que o eixo real mede 12 e o eixo imaginario
mede 6.

Obter uma equagao geral da hipérbole dada as seguintes equagoes pa-
ramétricas:

(a) = =4sech,y = 2tgl

(b) x =tgl,y = 3secl

(¢) x =2+ 3tgh,y =1 + 4sech.

Determine as equacoes paramétricas das hipérboles:

2 2

22y

———:1
(@) 5 =73
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2 2

Y T

b 162 =1

(C) (.’E—Q) _(y_1)2:1
16 9

1.13 Lista de exercicios: Conicas
Parédbola:

1. Para cada uma das pardbolas nos exercicios abaixo encontre as co-
ordenadas do foco, a equagao da diretriz e as equacbes paramétricas.
Esbocar o grafico:

(a) 22 =12y

(b) y* +8z =0

(c) 3y*> — 122 =0

(d) 322 —12y =0

(e) y* =5z

2. Encontre uma equacao e esboce o gréfico das parabolas que satisfazem
as condicoes dadas:

(a) Foco (5,0), diretriz z = —5
(b) Foco (0,-2), diretriz y —2 =10
(c) Foco (5,0), diretriz 22 +1 =0
(d) Vértice (0,0), diretriz y = —2
(e) Foco (2,0), diretriz z +2 =10
(f) Vértice (0,0), Foco (0,-3)

l\')\»—l

[§]

3. Encontre uma equacao da parabola que tenha seu vértice na origem,
0 €ixo y como seu eixo e que passe pelo ponto (—2, — 4).

4. Escreva uma equacao para cada parabola e identifique todos os seus
elementos:
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Diretriz

<

6 (0,-2.25)

(b)
Elipse:

1. Em cada um dos problemas, determinar os vértices, os focos, a excen-
tricidade e as equagbes paramétricas de cada elipse. Esbogar o grafico:
(a) 922 + 25y% = 225
(b) 922 +16y? — 144 =0
22

i
AR
(©) 7+ 16

(d) y?>+222-8=0

2. Em cada um dos problemas determinar uma equacao da elipse que
satisfaca as condigoes dadas:

(a) Focos Fi(—6,0) e F5(6,0) , eixo maior igual a 14.
(b) Focos F1(0, — 3) e F5(0,3) , eixo maior igual a 10.
(c) Foco F(3,0) e vértice A(4,0).
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3. Escreva a equacao reduzida padrao de cada elipse e identifique todos
o0s seus elementos:

6 7 8

;\
j | | | |
\

j 3 4 5

(b)

4. Uma elipse tem centro C(0,0) e excentricidade 2. Determinar sua
equagao e construi-la, sabendo que seu eixo focal estd sobre o eixo Ox
e mede 16.

Circunferéncia:

1. Nos itens abaixo escreva as equacoes da circunferéncia na forma centro-
raio, na forma geral e as equagoes paramétricas:

(a) C(4,—3),7r=5
(b) C(=5,—12),r=3
(¢) C(0,0),r=14
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2. Escreva a equagao da circunferéncia cujo centro (1,2) e passa pelo
ponto (3,-1).

3. Determine o centro e o raio das circunferéncias e escreva suas equagoes
paramétricas:

(a) 22 +y? —6x—8y+9=0
(b) 322 +3y* +4y—7=0
(c) 224+ 9y> —da —6y+9=0

4. O segmento de extremidade P(2,8) e Q(4,0) é o didmetro de uma
circunferéncia. Encontre a equacao da circunferéncia.

5. Qual é a equacao da circunferéncia que passa pela origem e tem o
ponto C(-1,-5) como centro?

6. Verifique se as equagoes abaixo representam circunferéncias:

b) 22 +y?4+ay—4x—6y—9=0

(a) 22 +3y> 50 —Ty—1=0
(b)
(c) 322+ 3y% +4r — 6y +15=0
(d)

)

d) 224+9y>—20—-2y+2=0
(e) 2+ 9% — 14z — 6y +49 =0

7. Obter a intersecdo da reta s :y = x com a curva z2 + y? = 2.
8. Obter a intersecao da reta s : y =  — 2 com a curva x° + y? = 2.
9. Obter a intersecdo da reta s : y = x — 3 com a curva z2 + y2 = 2.

10. O ponto P(3,b) pertence & circunferéncia de centro C(0,3) e raio 5.
Qual o valor da ordenada b?

Hipérbole

1. Em cada um dos problemas, determinar os vértices, os focos, a excen-
tricidade, as equacoes das assintotas e as equacoes paramétricas das

hipérboles:
22 g2
N S
(@) -+ =
2 2
Y x
b) =———=1
(b) 5~ 35
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8
[\

2

Yy

J =1
() 7 =1

(=}

2. Determinar uma equacgao da hipérbole que satisfaga as condi¢oes dadas
e esbogar o grafico:

(a) Focos em (0,5) e (0, — 5), vértices em (0,3) e (0, — 3).
(b) Focos em (2,0) e (—2,0), vértices em (1,0) e (—1,0).

)

)

(c) Vértices em (4,0) e (—4,0), excentricidade Z

(d) Vértices (0,2) e (0, — 2), excentricidade /5.
)

3
(e) Focos em (5,0) e (—5,0) e equagdes das assintotas y = izx.

3. Escreva a equacao reduzida padrao de cada hipérbole e identifique
todos os seus elementos:

Equagoes Paramétricas:
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1. Escrevas as equagoes paramétricas das conicas abaixo:

(b) 922 +5y% —45 =0
(c) 42® =5y +20=0

Translacao de eixos:

1. Tracar um esbogo do gréafico e obter uma equacao da parabola de
V(3,—1)e F(—1,—1).

2. Tragar um esboco do grafico e obter uma equacao da parabola de
V(-4,2) e F(—4,5) .

3. Determinar a equagao da parébola cujo foco é F(1,2) e cuja diretriz é
aretax —5=0.

4. Tragar um esbogo do grafico e obter uma equagao da pardbola de
V (4, — 3), eixo paralelo ao eixo z, passando pelo ponto P(2,1).

5. Determine o vértice, o foco, a diretriz e o eixo de simetria e faca o
esboco de cada parabola:

(a) (y—3)>=5(x+7)

(b) (z—2)*=—4(y+1)
(c) (y+1)2 = —4(x +4)
(d) (z+1)? = —4(y +4)

6. Obter a equacao padrao das parabolas, determine seus elementos e
faga o grafico:
) y? — 120+ 2y =11
) 2?2 4+22+4y—3=0
) 22 — 22 — 20y — 39 =0
d) 22 -22x+ 12y —-35=0
) y=—222+8r—38
) 4?2+ 8y— 122 +40=0
) 2y — 50 +8y—7=0
7. Determinar a equagao da pardbola que passa pelos pontos (4, — 2),

(8, —10) e (—2, — 5). (Dica: lembre que podemos escrever a equagao
da pardbola como y = ax? + bz + ¢).
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8.

Uma bala de canhao é lancada descrevendo uma trajetéria balistica.
Desprezando a resisténcia do ar, a bala percorre um arco de parabola.
Uma bala de canhao foi arremessada e percorre uma trajetoria pa-
rabdlica, em que os pontos que a bala de canhdo ocupa, se colocados
sobre o eixo cartesiano, tem coordenadas que obedecem a seguinte
equacdo: y = —x2 + 6. Sendo x a distancia horizontal desde o ponto
de lancamento e y a altura a partir do solo, em metros, calcule a
distancia horizontal que a bala percorre até cair no solo e a altura
méaxima que ela atinge. (Exercicio adaptado da revista Matematica
Vestibular+ Enem 2011)

A Figura mostra um tunel hipotético de duas pistas com uma secao
transversal que é uma pardbola. A altura do tunel é de 8 metros e sua
largura L. = 60 metros. Pretende-se saber a altura que a segunda pista
devera estar de modo que ela tenha 44 metros de largura. (Exercicio
adaptado do artigo: As segoes conicas na Engenharia Civil)

h=?

Pista 1

AN

— L =60m—

10.

11.

12.

13.

N

Obter uma equacao da elipse de C'(—1,—2) , foco F(—1,—5) e excen-
tricidade %

Obter uma equacao da elipse de eixo maior igual a 8 e focos F1(2,—1)
(§] F2(2,5)

. L . (z—3)2 (y—4)?
Det t f tices da elipse: —
1 etermine o centro, 0S I0COS, OS vertices da elipse 225 + 289

Determine a equagao reduzida padrao, as equagoes paramétricas, todos
os seus elementos e esbogar as elipses de equagao geral:

(a) 422 +9y? —24x + 18y +9 =0
(b) 1622 + y% + 64x — 4y + 52 =0
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(c) 922 + 16y — 362 + 96y + 36 = 0
(d) 1622 + 9y + 962 — 36y + 36 = 0
(e) 522 +9y* — 20z — 18y — 151 =0
(f) 1622 +9y* — 962 + T2y + 144 =0
14. Determine a equagao da hipérbole de centro C(2, — 1), um vértice
A(2,—5) e um foco F(2, —6).
15. Determine a equagao da hipérbole de centro C(1,—3), um foco F(1,2)
e um vértice A(1,1).
, - - (z—3)°
16. Determine o centro, os focos, os vértices da hipérbole: “oon
(y—49° _,
289 ’
17. Determine a equagao reduzida padrao, as equagoes paramétricas, todos
os seus elementos e esbocar as hipérboles de equacao geral:
(a) —162% + 9y? — 160x — 54y — 895 = 0
(b) 2522 — 36y — 100z — T2y — 836 = 0
(c) 922 — 1692 + 5z + 32y — 79 =0
(d) 16y* — 922 + 96y + 362 — 36 = 0
(e) 922 — 16y — 18z + 64y — 199 = 0
(f) 5% — 8y? — 20 — 48y — 92 =10
18. Identifique cada uma das conicas:
(a) 22 — 8z + 12y +40=0
(b) 922 + 4y? — 54w — 32y + 109 = 0
(c) > +2y — 122 +25=0
(d) 422 +9y —8xr —36y+4=0
(e) 322 —y? — 24w + 4y +41 =0
(f) 422 —y?> =8z — 4y —4=0
(g) > +y? +42 -2y —-6=0
(h) 2?2 + 4z +y* =12
(i) x? —|—2x+4y 3=0
(G) 22 —y? —22+4y =4
19. Nos exercicios abaixo sao dadas equagoes de parabolas, elipses e hipérboles

e é dito em quantas unidades para cima ou para baixo e para direita
ou para esquerda cada uma foi transladada. Determine a equagao
das novas conicas e determine o novo centro, foco(s), vértices, dire-
triz(parabola) e assintotas(hipérbole):
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(a) y? = 42 para a esquerda 2, para baixo 3.

<
I

(b) 2% = 8y para a direita 1, para baixo 7.
2 2
(c) % + % = 1 para a esquerda 2, para baixo 1.
2 2
(d) % + % = 1 para a direita 2, para cima 3.
2 2
(e) xz — % = 1 para a direita 2, para cima 2.
2

— 22 =1 para a esquerda 1, para baixo 1.
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Capitulo 2

Superficies

2.1 Introducao

Uma superficie é, em geral, o lugar geométrico dos pontos do espaco que
satisfazem a uma condigao dada. Assim, o conjunto dos pontos P(z,y,z)
que estao a k unidades da origem, determinam uma superficie.

O nome quédricas é designado para algumas superficies de R3, que po-
dem ser consideradas a versao tridimensional das conicas. Neste capitulo,
faremos uma breve descricao das principais superficies quadricas a partir
de suas equagoes reduzidas, que nos fornecem informagcoes geométricas para
esbocar o gréafico de cada uma das superficies. A equacao geral de segundo
grau nas trés variaveis z, y e z:

az® + by? 4 c2® + 2dxy + 2exz + 2fyz + mx +ny+pz+q=0  (2.1)

representa uma superficie quadrica, onde pelo menos um dos coeficientes a ,
b, ¢, d, e ou f é diferente de zero. Se a superficie representada pela equagao
2.1 for cortada pelos planos coordenados ou por planos paralelos a eles, a
curva de intersecdo serd uma coOnica. A intersecao de uma superficie com
um plano é chamada trago da superficie no plano.

A equacao 2.1, permite conhecer propriedades geométricas das quadricas
correspondentes e esbocga-las com facilidade. Muito util sao as informagoes
que pudermos obter a respeito das simetrias da quddrica em relacao aos
planos coordenados, aos eixos coordenados e a origem do sistema de coor-
denadas.

Diremos que uma superficie é simétrica, por exemplo, em relacao ao
plano xy se para qualquer ponto P(x,y,z) dessa superficie existir um ponto,
P(z,y, — z) pertencente a superficie. A equacao nado se altera pela substi-
tuicao de z por —z. Portanto, a superficie cuja equagao cartesiana nao se
altera quando trocamos o sinal de uma das varidveis é simétrica em relacao
ao plano das outras duas varidveis. Em particular, se a equagao cartesiana
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2.1. INTRODUCAO

de uma superficie sé contém expoentes pares para a variavel z, entao essa
superficie é simétrica em relagao ao plano xy. Desta forma, um conjunto .S
é simétrico com respeito:

e ao plano zy quando (z,y,z) € S <= (z,y, — 2) € 5,
e a0 plano zz quando (z,y,2) € S < (x, — y,2) € S;
e a0 plano yz quando (x,y,2) € S <= (—z,y,z) € S

e & origem quando (z,y,2) € S <= (—x,—y, — z) € S,

Desta forma, sera possivel observar que, por exemplo, se a equacao da
superficie quadrica for az? + by? + cz2 4+ j = 0, isto é, se as incégnitas z, y e
z comparecem apenas com expoentes pares, entao essa superficie serd total-
mente simétrica em relagao aos planos coordenados, aos eixos coordenados
e a origem.

Com relacao a equacao, através de mudancas de coordenadas a equagao
de segundo grau nas trés variaveis pode ser transformada, em certas formas
padronizadas e entao, é possivel classificarmos as superficies quadricas. A
equacao 2.1 pode-se reduzir a uma das formas a saber,

Az® + By? + C2* = D. (2.2)

As superficies que correspondem a equagao 2.2 sdo simétricas em relagao
aos planos coordenados, aos eixos coordenados e ao centro de simetria (cen-
tro da superficie). E, as superficies de equagao,

Az’ + By  + Rz =0 (2.3)
Az’ + Ry +C2* =0 (2.4)
Rx+ By*+Cz*=0 (2.5)

possuem dois planos de simetria, um eixo de simetria e ndo possuem centro
de simetria.

2.1.1 Superficies Quadricas Centradas

Caso nenhum dos coeficientes da equacao (2.2) for nulo, ela pode ser
escrita sob uma das formas

2 2 2
x Y z
a b c
denominadas como forma candnica de uma superficie quadrica centrada. De
acordo com os sinais dos termos sao classificadas em Elipséide, Hiperboldide

de uma, folha e Hiperboléide de duas folhas.
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2.1. INTRODUCAO

2.1.2 Elipséide

Chamamos uma superficie quddrica de Elipsdide se existem numeros
reais positivos a, b, ¢ pelo menos dois deles distintos e um sistema ortogonal
de coordenadas em relacao ao qual a quadrica pode ser escrita pela equagao:

2 2 2
x Y z
a b c
A equacao 2.7 é totalmente simétrica em relagao ao sistema de coordenadas.
Os nimeros reais positivos a, b, ¢ representam as medidas dos semieixos da
superficie, conforme a Figura 2.1.

Figura 2.1: Elipséide

Estudo da Superficie

Para esbogar o gréfico da superficie, vamos fazer uma analise através da
equacao 2.7, examinando suas intersegoes com planos coordenados, planos
paralelos aos planos coordenados e com os eixos de coordenados.

e Intersecoes com os eixos coordenados, no caso do elipséide, sao seis
pontos de intersecao da superficie S com os eixos:
— com o eixo Oz: y=2=0— OxzNS:(a0,0) e (—a,0,0);
— com o eixo Oy: =2=0—0OynS:(0,,0) e (0,— b,0);
— com o eixo Oz: x =y=0—0zNS:(0,0,c) e (0,0, — ¢).

e Tracos nos planos coordenados, intersecoes da superficie S com os
respectivos planos coordenados:
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2 2
— com o plano zy: z:0_>¥+b_2
2 2
— com o plano xz: y:()_>g+c_2
2 22
— com o plano yz: =0— &% + —
b2 2

=1.

Exemplo 19. A Figura 2.2, mostra os seis vértices do Elipsdide intersecao

com 0s eixos coordenados.

Figura 2.2: Elipséide interse¢ao com eixos coordenados.

Exemplo 20. AFigura 2.3, apresenta a intersecao do Elipsdide com o plano

Yz.
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Figura 2.3: Intersecao do Elipséide com o plano yz.

A intersegao da superficie com o plano yz, apresenta uma curva, nesse
caso uma Elipse no plano yz, conforme a Figura 2.4.

Figura 2.4: A Elipse formada da intersecao do plano yz com a superficie.

Vamos analisar a intersecao da superficie com o plano 7 : z = k paralelo
ao plano yz. Substituindo na equacio 2.7 = = k, observe que, se k? > a2, a
intersecdo serd vazia. Somente serd ndo vazia se, e somente se, k2 < a?, isto
é, —a < k < a. Se k = a, ela se reduz ao ponto (a,0,0) e se k = —a, ela se
reduz ao ponto (—a,0,0). Pela Figura 2.5, temos o exemplo de um Elipséide
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intersecao com o plano 7 : x = 3 paralelo ao plano yz e na Figura 2.6 temos
o caso em que k = 5, entao a intersecao se reduz ao ponto (5,0,0).

Figura 2.5: Intersecao do plano x = 3 com a superficie.

Figura 2.6: Intersecao do plano x = 5 com a superficie.

Se pelo menos dois valores a, b, ¢ sdo iguais, o elipséide é de revolugao.
O exemplo a seguir apresenta um elipsdide de revolugao.

2 2 2
Exemplo 21. O grdfico mostra um elipsdide de equagdo ) + Z—5 + % =1,
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2 2’2

nesse caso a = ¢ o elipsdide € obtido girando a elipse 3—5 +—=—=12=0

9

do plano yz em torno do eizo y.

Figura 2.7: Elipséide de Revolucao.

Pelo exemplo, o trago no plano xz serd uma circunferéncia de equagao

22 22

E—Fg:l,parayzo.

2.1.3 Superficie Esférica ou Esfera

Superficie esférica ou esfera é o lugar geométrico dos pontos do R3, cuja
distancia a um ponto fixo (centro) é constante. No caso em que a =b=rc,
a equacao toma a seguinte forma,

e e (2.8)

e representa uma superficie esférica ou esfera de centro C(0,0,0) e raio
a, conforme a Figura 2.8.
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Figura 2.8: Superficie Esférica

Exemplo 22. O grdfico mostra uma superficie esférica intersecao com um
plano paralelo ao plano xy.

Figura 2.9: Esfera interse¢do com plano z = k.

Translacao de Eixos: Elipséide e Esfera

Pela translagao de eixos com C'(h,k,l) sendo o centro do Elipséide e seus
eixos paralelos aos eixos coordenados a equacao é:
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z — h)? —k)? 2z —1)?
Vi )
a b c
cuja equacdo geral é ax® +by? +cz> +dx +ey+ fz+h=0,coma,bec
positivos. E, na equacao da Superficie Esférica,

=1 (2.9)

(x—h)2+(y—k)?+(z—1)* = d? (2.10)

desenvolvendo a equacio, temos z2 + y? + 22 + dz + ey + fz + h = 0 como
sua equacao geral.

2.1.4 Hiperboldéide de uma folha

Chamamos de Hiperboldide de uma, folha, se existirem nimeros reais a, b
e ¢ e um sistema ortogonal de coordenadas em relagao ao qual a superficie
pode ser escrita pela equacao:

1‘2 y2 2’2

ﬁ—i_bi?_ci?:l (2.11)
ao longo do eixo Oz, conforme a Figura 2.10. O Hiperboldide de uma folha
¢é simétrico em relacao ao sistema de coordenadas.

Figura 2.10: Hiperboléide de uma folha ao longo do eixo dos z.

2,2 2
Exemplo 23. O grdfico mostra um hiperboldide de equacao T + L % =

1, ao longo do eixo z. Embora a figura mostre um hiperboldide limitado ao
longo do eizo Oz, a figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eizo.
Mas € possivel restringir um valor para z em um determinado intervalo.
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Figura 2.11: Hiperboléide de uma folha.

Estudo da Superficie

Para esbocar o grafico da superficie, vamos fazer uma analise através da
equagao 2.11, examinando suas intersegoes com planos coordenados, planos
paralelos aos planos coordenados e com os eixos de coordenados.

o Intersecoes com os eixos coordenados, no caso do Hiperboléide de uma
folha ao longo do eixo z temos:

— comoeixo Ox: y=2z=0— 0xNS:(a,0,0) e (—a,0,0), pois um

ponto (z,0,0) pertence a S se, e somente se z? = a2;

— com o eixo Oy: x =2z =0— OyNnS: (05b,0) e (0, —b,0), pois
um ponto (0,y,0) pertence a S se, e somente se y? = b%;

— com o eixo Oz: =y =0— 0zN S : é um conjunto vazio, pois
22 = —¢%, é o tnicos dos trés eixos que nio tem ponto comum

com o hiperboléide de uma folha, nesse caso.

e Tracos nos planos coordenados, interse¢bes da superficie S com os
respectivos planos coordenados:

2 2

— com o plano zy: z:0—>—2+Z—2zléumaelipseparaa;éb
a
ou uma circunferéncia quando a = b;
2 22
— com o plano zz: y =0 — — — — =1 ¢ uma hipérbole;
a c
2 22
— com o plano yz: x =0 — il i 1 é uma hipérbole.
c
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As Figuras 2.12 e 2.13, mostram as intersegoes da superficie com os
planos yz e xz respectivamente.

Figura 2.12: Hiperboléide de uma folha interse¢do com o plano yz.

Figura 2.13: Hiperboléide de uma folha interse¢do com o plano zz.

Os hiperbolédides de revolugao sao obtidos por rotagoes em torno de um

de seus eixos. Considere a equacao 22 1, em x = 0, a rotacao dessa
hipérbole em torno do seu eixo z resulta no Hiperboldide de uma folha ao
longo do eixo dos z. Se a = b nesse hiperboldide, o trago no plano zy é uma

circunferéncia.
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Exemplo 24. Hiperboldide de uma folha ao longo do eixo dos z de re-

2?2 2 22
lugao. B 10: —+———=1
volucao. Equacao 36+ 9 36

Figura 2.14: Hiperboléide de Revolugao.

Os tracos nos planos z = k, paralelo ao plano zy é uma elipse, que
aumenta de tamanho a medida que se afasta do plano xy. Os tracos nos
planos y = k e x = k, sao hipérboles.

Exemplo 25. Hiperboloide de uma folha ao longo do eixzo dos z, intersecao
com o plano z = 3.

Figura 2.15: Hiperboldéde de uma folha intersecao com plano paralelo ao
plano zy.

As outras formas para a equacao dos Hiperboldides de uma folha s&o:
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2

8

Eixo Oy

2 2

y z
pta=1
. 2

Eixo Oz

+5H5+5=1

R
)
il
il

8

|

a.

Exemplo 26. Observe no grdfico a sequir que temos um Hiperboldide de
uma folha ao longo do eizo y, cuja equagao é %2 - &+ % = 1. De forma
andloga aos hiperboloides anteriores aqui a superficie apesar de parecer li-
mitada, ela se prolonga indefinidamente ao longo do eixo y.

Figura 2.16: Hiperboléide de uma folha ao longo do eixo y.

Translacao de Eixos: Hiperboléide de uma folha

Pela translacao de eixos com C/(h,k,l) sendo o centro do Hiperboldide
e seus eixos paralelos aos eixos coordenados, sua equagao em uma de suas
formas é,

x — h)? — k)2 2 —1)2
(kP k2 =)

De forma andloga para as demais formas da equacao dos Hiperboléides.

=1 (2.12)

2.1.5 Hiperboldide de duas Folhas

Chamamos de Hiperboléide de duas folhas, se existirem nidmeros reais
a, b e c e um sistema ortogonal de coordenadas em relagao ao qual a superficie
pode ser escrita pela equacao:

2,2 2
oyt oz
a? b2 2 ! (2.13)
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A equacao 2.13 representa um Hiperboldide de duas folhas ao longo
do eixo z. Observe que apenas um termo do primeiro membro é positivo,
observe a Figura 2.17.

Figura 2.17: Hiperboléide de duas folhas ao longo do eixo z.

Estudo da Superficie

Para esbocgar o gréfico da superficie, vamos fazer uma analise através da
equacao 2.13, examinando suas interse¢oes com planos coordenados, planos
paralelos aos planos coordenados e com os eixos de coordenados.

e Intersecoes com os eixos coordenados, no caso do Hiperboldide de duas
folhas ao longo do eixo z temos:

— com o0 eixo Ox: y =2z =0 — Ox NS é um conjunto vazio, pois

22 = —a?, ndo tem ponto comum com o hiperboléide de duas
folhas;

— com o eixo Oy: x = z =0 — Oy NS é um conjunto vazio, pois
y?> = —b%, nao tem ponto comum com o hiperboléide de duas
folhas;;

—comoeixo Oz: x=y=0—0zNS:(0,0,¢c) e (0,0, — ¢) pois um

ponto (0,0,2) pertence a S se, e somente se 22 = 2.

e Tracos nos planos coordenados, intersecoes da superficie S com os
respectivos planos coordenados:

— com o plano zy: z = 0 nao intercepta a superficie, nem qualquer
plano z = k, onde |k| < ¢. Se |k| > ¢ o trago é uma elipse;
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2.1. INTRODUCAO

2 2
—comoplano:cz:y:()_>_72+72
a c
y? 2
—(301rnoplanoy,z;31;:()_>_l)72_,_072

= 1 é uma hipérbole;

= 1 é uma hipérbole.

Exemplo 27. Hiperboldide de duas folhas de equacdo —x* — y*> 4+ 22 = 1.

=

Figura 2.18: Hiperboléide de duas folhas ao longo do eixo z.

As outras formas para a equacao dos Hiperboldides de duas folhas séo:

1 _z ¥y oz
Eixo Oy i —|—2b i =1
: x z
EIXOOZE ?—zﬁ—cﬁ:l
2 _yr 22
a? b2 c? :
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Figura 2.19: hiperboléide de duas folhas ao longo do eixo x.

Exemplo 29. Hiperboldide de duas folhas ao longo do eixo x intersecdo
com o plano y.

Figura 2.20: Hiperboléide de duas folhas intersecao com plano xy.

Pela equagao 2.13, os tragos nos planos © = k e y = k sao hipérboles.
Quando o hiperboldide estiver ao longo do eixo x, temos que os tragos nos
planos y = k e z = k s@o hipérboles. E de forma analoga quando a superficie
estiver ao longo do eixo y os tracos nos planos x = k e z = k sao hipérboles.

Exemplo 30. Hiperboloide de duas folhas ao longo do eizo y, de equagdo
—272 + %7 — ié =1 intersecao com o plano paralelo ao xy.
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2.1. INTRODUCAO

Figura 2.21: Intersecao do Hiperboléide com um plano paralelo ao plano xy.

Translacao de Eixos: Hiperboléide de duas folhas

Pela translacao de eixos com C'(h,k,l) sendo o centro do Hiperboléide
e seus eixos paralelos aos eixos coordenados, sua equagao em uma de suas
formas é,
— h)? —k)? —1)?
a b2 c2

De forma andloga para as demais formas da equacao dos Hiperboléides.

2.1.6 Superficies Quadricas nao Centradas

Se nenhum dos coeficientes dos termos do primeiro membro das equagoes
(2.3) for nulo elas podem ser escritas sob uma das formas,

2 2 2 2 2 2
x x z z
+ e 2Ty 2L+ (2.15)
a b a c b c
As possiveis combinagbes permitem concluir apenas dois tipos de superficies,
se os dois termos de segundo grau possuem o mesmo sinal, sdo classificados

como Paraboldide Eliptico, caso contrario, Paraboldide Hiperbdlico.

2.1.7 Paraboléide Eliptico

Se existem numeros reais positivos a e b e um sistema ortogonal de
coordenadas em relacao ao qual uma quéadrica seja descrita pela equacao,

$2 y2
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2.1. INTRODUCAO

se a # b, chamamos de paraboldide eliptico e se a = b é um paraboldide
de rotacao ou circular. O Paraboléide da equacao 2.16 é simétrico em
relacdo ao plano xz e ao plano yz e ao eixo Oz. Portanto, a equacao repre-
senta um Paraboléide ao longo do eixo Oz. Como o eixo Oz é o tnico dos
eixos em relagdo ao qual a superficie é simétrica, ele é chamado de eixo de
simetria. O vértice da superficie é o seu ponto de intersecao com o eixo de
simetria, neste caso (0,0,0), conforme mostra a Figura 2.22.

Figura 2.22: Paraboldéide eliptico com eixo de simetria no Oz.

Estudo da Superficie

Para esbocar o grafico da superficie, vamos fazer uma analise através da
equagao 2.16, examinando suas intersegoes com planos coordenados, planos
paralelos aos planos coordenados e com os eixos de coordenados.

e Intersecoes com os eixos coordenados, no caso do Paraboldide ao longo
do eixo z:

— A intersecao da superficie com qualquer dos trés eixos coordena-
dos reduz-se ao vértice, que é a origem (0,0,0).

e Tracos nos planos coordenados, intersecoes da superficie S com os
respectivos planos coordenados:

— com o plano zy: z =0 é a origem (0,0,0);

— com o plano zz: y = 0 é uma parédbola;

— com o plano yz: x = 0 é uma parédbola.
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Exemplo 31. O grdfico mostra um Paraboloide com eizo de simetria ao
longo do eixo z interse¢cdo com plano xz. Pela figura € possivel observar que
a intersecdo é wma pardbola, que pela equagio 2.16 reduz-se a ° = a’z.

Figura 2.23: Paraboldide intersecao com plano zz.

Exemplo 32. O grdfico mostra um Paraboloide com eixo de simetria ao
longo do eixo z intersecdo com plano yz. Pela figura € possivel observar que
a intersecdo é wma pardbola, que pela equacio 2.16 reduz-se a y*> = a’z.

Figura 2.24: Paraboldide interse¢do com plano yz.
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As outras duas formas para a equacao dos Paraboldides sao:

Eixo Oy f—;-l—f—;:by

- 2 p)
Eixo Ox %g-l—%:ax

Os tragos nos planos z = k, se k < 0 a intersecao é vazia,quando a
concavidade da superficie estd voltada para o semieixo positivo de Oz, para
k > 0, serd uma elipse para a # b ou circunferéncia para a = b. Nos planos
y =k e x = k, sdo parédbolas, fazendo variar o valor de k, obtemos parabolas
congruentes.

Exemplo 33. Paraboldide eliptico intersecdo com plano x = 2, paralelo ao
plano coordenado yz.

Figura 2.25: Paraboldide interse¢do com plano paralelo ao plano yz.

Exemplo 34. Paraboldide eliptico intersecdo com plano z = 3, paralelo ao
plano coordenado xy.

Figura 2.26: Paraboldide eliptico interse¢ao com plano paralelo ao plano xy.
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2.1.8 Paraboléide Hiperbdlico

Se nas equagoes 2.15 os coeficientes dos termos de segundo grau tive-
rem sinais contrarios, a equacao representa um paraboldide hiperbdlico. A
Equagao a seguir representa um paraboldide ao longo do eixo Oz,

vo_T e (2.17)

As outras duas formas para a equagao dos Paraboldides hiperbélicos sao:

¥

2

FEixo Oy
Eixo Ox

= axr

(SRS
(VRN

OM‘N 91 ‘N
%‘td ) ‘&3

E possivel verificar pela equacao 2.17, que a superficie é simétrica em
relacdo aos planos xz e yz e em relagao ao eixo Oz.

Figura 2.27: Paraboléide Hiperbdlico ao longo do eixo Oz.

Estudo da Superficie

Para esbocar o grafico da superficie, vamos fazer uma analise através da
equacao 2.17, examinando suas interse¢oes com planos coordenados, planos
paralelos aos planos coordenados e com os eixos de coordenados.

e Intersecoes com os eixos coordenados:

— A intersegao da superficie com qualquer dos trés eixos coordena-
dos reduz-se ao vértice, que é a origem (0,0,0).

e Tracos nos planos coordenados, intersecoes da superficie S com os

respectivos planos coordenados:
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— com o plano zy: z =0 é a origem (0,0,0);
— com o plano xz: y = 0 é uma parabola;
— com o plano yz: x = 0 é uma parabola.
Exemplo 35. O Paraboldide hiperbdlico mostra que a superficie é simétrica

em relacdo aos planos xz e yz e ao eizo Oz, mas nao € simétrico em relacdo
ao demais eixos e ao plano xy.

Figura 2.28: Paraboléide Hiperbdlico - ”sela”

Exemplo 36. A intersecao do Paraboloide hiperbolico com o plano yz, mos-
tra um pardbola.
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Figura 2.29: Paraboldide Hiperbdlico interse¢ao com plano yz.

A figura apresenta um paraboldide hiperbdlico intersecdo com o plano
z = k que é uma hipérbole. Vale ressaltar que tanto para k > 0 como k < 0 a
intersecao com a superficie sdo hipérboles, a primeira com eixo real paralelo
ao eixo Oy e a segunda paralelo ao eixo Ox.

Figura 2.30: A hipérbole com eixo real paralelo ao eixo Oy.
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2.1.9 Agora tente resolver!

1. Identifique cada superficie e faga um estudo da cada uma:

(a) 1622 + 25y% + 2022 = 400
1‘2 y2 2,2

b) -+ 4+ =1

b T+ 9 " 16

(c) 22 +y?+22=25

(d) 4522 + 9y? — 1522 = 225

.’13'2 y2 22
Y L2
© 5 -6t 73
(f)xQ_y2_22 .
14 2
IE2 y2 2’2
- Z _ — =1
2 2
a2y
h) z=-2 4%
(h) =z T
2 2
Mz=%+%

2.1.10 Superficie Conica

Considere a reta z = ky no plano = = 0, se a rotacionarmos em torno
do eixo Oz, resulta-se numa superficie conica circular, conforme a Figura,
2.31. A reta denominamos de geratriz da superficie.

Figura 2.31: Superficie Conica ao longo do eixo z.
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Para obtermos a equacgao da superficie, substituimos na y na equacao da
reta por £+/22 + 2, no qual resulta:

22 = k(2 + %) (2.18)
ou ) )
2 _ T Y

Se a = b a superficie serd uma conica de rotacao e se a # b a superficie
serd uma conica eliptica, ao longo do eixo Oz. Ela é totalmente simétrica
em relacao ao sistema de coordenadas e a origem é o Unico ponto comum
com os eixos. A origem separa as duas folhas.

Estudo da Superficie

Para esbocar o grafico da superficie, vamos fazer uma andlise examinando
suas intersecoes com planos paralelos aos coordenados e com os eixos de
coordenados.

e Intersegoes com os eixos coordenados:

— A intersecao da superficie com qualquer dos trés eixos coordena-
dos reduz-se ao vértice, que é a origem (0,0,0).

e Tracos nos planos coordenados, intersecoes da superficie S com os
respectivos planos coordenados:

— com o plano zy: z = 0 ¢é a origem (0,0,0), planos z = k temos
elipses com centros em Oz;

~ x
— com o plano zz: y = 0 sdo retas concorrentes z = +—, planos
a

y = k sao hipérboles, com centros em Oy;
— com o plano yz: xz = 0 sao retas concorrentes z = :t%, planos

x = k sao hipérboles, com centros em Ozx.

Exemplo 37. Superficie Conica intersecdo com um plano paralelo ao plano
Yz, cuja interse¢do € uma hipérbole com centro no eizo Ox.
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Figura 2.32: Superficie Conica interse¢gao com o plano z = 4.

Exemplo 38. Superficie Conica interse¢ao com um plano paralelo ao plano
xy, cuja intersecdo € uma elipse com centro no eizo Oz.

Figura 2.33: Superficie Conica intersecdo com o plano z = 4.

As outras duas formas para a equacdo da Superficie Conica séo:

7 )
) T z
Fixo Oy y2 = (]—2 (’_2

Vi
z
Eixo Oz | 22 = :Z—Q 2
82

IMEF - FURG



2.1. INTRODUCAO

Exemplo 39. Superficie Conica ao longo do eixo Ox.

S
=

Figura 2.34: Superficie Conica.

Exemplo 40. Qual a equacdo da superficie conica gerada de uma reta de
equacdo z = 4y, x = 0, no plano yOz que gira em torno do eizo Oz.

Solugao: Substituindo na equagao equagao da reta, y por ++/x2 + 32,
temos

z=+4y/2? + 1y = 22 = 16(2* 4 o)

2.1.11 Superficie Cilindrica

E uma superficie gerada por uma reta que se move paralelamente a uma
reta fixa e passando por uma curva fixa dada. Pela Figura 2.35, observamos
que r é a reta fixa, g é a reta que se move paralelamente a reta r - geratriz
da superficie e d é a curva fixa - diretriz da superficie.

Chamamos de Superficie cilindrica eliptica ou Superficie cilindrica hi-
perbdlica ou Superficie cilindrica parabdlica, se existem niimeros reais po-
sitivos a,b e ¢ e um sistema ortogonal em relacao ao qual pode ser escrita
respectivamente, pelas equagoes

22 g2
2t = 1 (2.20)
22 42
y? = cx (2.22)
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Figura 2.35: Definicao.

E pode ser chamada de Superficie cilindrica de rotacao ou circular se
existir um ntimero real positivo a, que pode ser descrita pela equacao

® +y* =a’ (2.23)

Com excecao da Superficie cilindrica parabdlica, as demais sao simétricas
em relagao aos eixos coordenados.

Quanto a diretriz, a superficie cilindrica sera circular, parabdlica, eliptica
ou hiperbdlica se a diretriz for uma circunferéncia, uma parabola, uma elipse
ou uma hipérbole.

As Figuras 2.36 e 2.37 apresentam alguns exemplos de superficies cilindricas
com geratrizes paralelas ao eixo z.

Figura 2.36: Superficie cilindrica parabdlica, ”calha”.
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Figura 2.37: Superficie cilindrica circular.

Exemplo 41. Construir o grdfico das seguintes equacdes de superficies
cilindricas:

1. 4> =62
2 2
9 ¥ T _y
9 4
Solugao

Para a equacdo y?> = 6z, temos que sua diretriz é uma parabola com

eixo de simetria no eixo z. Também conhecida como calha, devido ao seu
formato.
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2 .’L‘2

Para a equacao v i 1, temos que sua diretriz é uma hipérbole,

entdao, a superficie cilindrica hiperbdlica se desenvolve ao longo do eixo z.

Estudo da Superficie

Para esbocgar o grafico da superficie cilindrica, vamos utilizar outro re-
curso, propiciado pelo fato de uma das variaveis estar ausente na equacao:

e Com relagdo a geratriz, o grafico de uma equacgao que nao contém
uma determinada variavel corresponde a uma superficie cilindrica cuja
geratriz é paralela ao eixo da varidvel ausente.

e Com relagao a diretriz o gréafico da equagao dada esta no plano cor-
respondente.

Exemplo 42. Superficie cilindrica circular de equacdo y*>+ 2% =9, a curva
(circunferéncia) € a diretriz e estd no plano yz e a superficie se desenvolve
ao longo do eizo x que corresponde a varidvel ausente. Nos grdficos a sequir
temos a superficie ao longo do eixo x e a intersecdo da superficie com o
plano yz em que x = 0, identificando a diretriz.
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Figura 2.38: Superficie cilindrica circular.

Figura 2.39: Superficie cilindrica circular.

2.1.12 Agora tente resolver!

1. Identifique, em cada caso a superficie descrita e comente sua posicao
em relagao aos eixos coordenados:

x? 22
(a) ﬁ—i_ﬁ:l
22 22
(b) a2 ﬁ_l
(c) 22 =cy
(@) = ez
r? 22
(e) y2_p+b—2
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2.2. LISTA DE EXERCICIOS: SUPERFICIES

2. Esboce cada uma das superficies:

(a) 2? +y* =4

.Z'Z 22
42
(b) 16+9
(c) y* =8
2 2
d 2:‘1 -
(d) 2% =5+

2.2 Lista de exercicios: Superficies

1. Reduzir cada uma das equacoOes a forma canonica, se necessario, iden-
tificar o grafico da qudadrica que ela representa e fazer o estudo da
superficie:

) 922 + 4y? + 3622 = 36

) 3622 4+ 9y? — 422 = 36

) 3622 — 9y? — 422 = 36

) 22 +y?+22 =36

) 22 +y2—92=0

) 22 —y? +222 =4

(g) 222 + 49>+ 22— 16 =0

(h) 22 +y°+ 22— 20 +4y —62+8=0

) da? —y?+422 -4=0

) 22 —d4x? —4y? =4

) da? —2y? 4+ 2% — 240 — 4y +82+42=0

) 922 +4y*> +92=0

Y yP+422—2=0

) 2=y —a’
)

2?2+ 422 -8y =0
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Capitulo 3

Coordenadas Polares,
Cilindricas e Esféricas

3.1 Coordenadas Polares

No sistema de coordenadas cartesianas, um ponto no plano é localizado
por um par ordenado (z,y) de nimeros reais.

Figura 3.1: Sistema de coordenadas cartesianas.

Uma outra forma de localizar um ponto no plano é através de suas
coordenadas polares. Nesse sistema, fixamos uma origem O, chamada polo,
uma semirreta orientada, chamada de eixo polar a partir de O.

Um ponto em coordenadas polares é o par (r,0). A distancia da origem
(polo) até o ponto P é o raio r. O angulo 6 é o angulo orientado a partir
do eixo polar até o segmento OP e deve ser expresso em radianos, observe
a Figura 3.12.
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3.1. COORDENADAS POLARES

O polo eixo polar

Figura 3.2: Sistema de coordenadas polares

O sentido positivo é o sentido trigonométrico (anti-hordrio). A semirreta
denominada eixo polar tem o mesmo sentido do semieixo positivo do eixo
Ozx.

Para marcar um ponto em coordenadas polares, primeiro marcamos o
angulo (observar o sentido), depois a distancia r que o ponto estd da origem.

O raio r também pode ser negativo, nesse caso, marcamos primeiro o
angulo, construimos uma semirreta considerando um angulo 6 em relacao
ao eixo polar e estendemos essa semirreta marcando o ponto (—r,f) como
sendo o ponto sobre a extensdo da semirreta que dista r do polo. Assim,
notamos que cada par (r,0) no plano pode ser representado por infinitos
pares de coordenadas polares, conforme a Figura 3.3.

P(r,0)

-r O polo eixo polar

P'(~r,0)

Figura 3.3: Marcando um ponto (—7,0).
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3.1. COORDENADAS POLARES

3.1.1 Conjunto Principal

Diferente do sistema cartesiano, no sistema de coordenadas polares um
ponto tem infinitos pares que o representam. Mas todo ponto distinto da
origem possui pelo menos uma coordenada na qual o raio é positivo r > 0 e
o angulo 0 < 6 < 27.

Figura 3.4: Ponto em coordenadas polares.

Exemplo 43. Se r = 2 (2 unidades medida) e na semirreta 0 = §, entdo
temos o ponto P1(2,%).

Observem que r é positivo quando medido do polo ao ponto sobre o lado
terminal do angulo 6.

E, nesse caso, parar = 2 e 0 = (%) temos o ponto P»(2,
também representa o mesmo ponto. Observem o grafico 3.5.

_161”) que

Figura 3.5: Um ponto tem infinitos representantes em coordeadas polares.
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3.2. MUDANCAS DE COORDENADAS

Exemplo 44. Representando pontos em coordenadas polares.

™
P (57 g)

3.1.2 Agora tente resolver!

1. Represente graficamente cada um dos seguintes pontos dados em co-
ordenadas polares:

() (4.7)

(b) (4,-7)
(©) (~47)
@) (~4,- )
(e) Pu(=3,%)
() Po(2.5)
(g) P3(47HTTF)
() Py(-5.5)
6) P67

3.2 Mudancas de Coordenadas

Suponha que P seja um ponto cuja representacao em coordenadas carte-
sianas retangulares é (x,y) e em coordenadas polares (r,0) e suponha ainda
para facilidade de compreensao que o polo e o eixo polar do Sistema de
coordenadas polares coincidem com a origem e o eixo = do sistema de coor-
denadas cartesianas, respectivamente. Consideremos o caso em que r > 0 |
entao o ponto P estd no lado terminal do angulo 6 radianos. Assim,

r=|OP)|
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3.2. MUDANCAS DE COORDENADAS

- \OxP\ =7 esin®) = 55 = 7

Entao: cos(6) = 0P| =

Portanto,

x = rcos(0)
y = rsin(0) (3.1)

P(x,y) = P(r,0)

J

. O eixo polar
origem comum

A partir das equagoes (3.1) é possivel obter a transformagao de Coorde-
nadas Polares (se forem conhecidas) para Coordenadas Cartesianas.

Para obtermos formulas que dao o conjunto de coordenadas polares de
um ponto quando suas coordenadas cartesianas retangulares sao conhecidas,
elevamos ao quadrado ambos os lados das equagoes (3.1) e obtemos:

z? =12 cos?()
y? = r?sin?(6)
Igualando a soma dos membros esquerdos com a soma dos membros
direitos acima,

2 4+1y% = rlcos? (0) + r? sin? (9)
%+ y2 = 7“2(0082(0) + sin2(0))
24y = 2

r = Hva2+y?

Lembrando que tan(6) = (

SHES

) e que a funcdo arco-tangente tem imagens

T
5,5), o valor do angulo 6 pode ser obtido
por meio de uma das expressoes:

restritas ao intervalo aberto (—
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3.2. MUDANCAS DE COORDENADAS

arctan(¥),sex > 0
arctan(¥) + 7, sex <0
0= g,sex:Oey>0

—g,sex:06y< 0

Para ilustrar a aplicagdo das féormulas anteriores, apresentamos dois
exemplos.

Exemplo 45. Converta o ponto (—1,v/3) para coordenadas polares.

Solugao:
r? =g 442
r=2
Observe que z < 0, (x = —1) e que o ponto estd localizado no segundo
quadrante.
3
0 = arctan(g) +7= arctan(\[l) + 7
x p—

0 = arctan(—v/3) + 7

T
0 = arctan —— + 7

g ="
3

27
Assim, o ponto em coordenadas polares é (2,—).

s
Exemplo 46. Converta o ponto (2,5) para coordenadas cartesianas.

Solugao:
x =2 cos(g) =0

y=2 sin(z) =2
2
Assim, o ponto em coordenadas cartesianas é (0,2).

3.2.1 Agora tente resolver!

1. Determine as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos:

(a) A(7,m)
(b) B(, = %)
(c) C(4.5)
(d) D(3.F
(e) D(4,3)
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3.3. EQUACOES POLARES

2. Determine as coordenadas polares dos seguintes pontos:

(a) A(-2.2V3)

(b) B(4, - 4)

(c) C(5v2, - 3V2)
(d) D(2.2)

3.3 Equacoes Polares

3.3.1 Circulo

Para obtermos a equacao polar de um circulo, considere um ponto P
sobre o circulo de raio a, cujo centro é o ponto Py, conforme a Figura 3.6.
Aplicando a lei dos cossenos no triangulo OFy P, temos

a? + 18 + 1% — 2rgrcos(f — 6y) = 0 (3.2)

Figura 3.6: Circulo de centro em Fy.

Desta forma, obtemos todos os pontos do circulo quando o angulo 6 varia
no intervalo 0 < 6 < 2x. A partir da equagao 3.2 obtemos todas as variagoes
para a equacao polar do circulo.

Quando 79 = 0, o circulo de raio a com centro no polo (0,0), a equagao
3.2 resulta em: 72 = a2, portanto, a equacio do circulo de raio |a| centrado
em (0,0) é

r=a.
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an
N

Figura 3.7: Circulo de centro em O(0,0).

Serg =0e 6y =0, a equagao 3.2 do circulo de raio a com centro em
(a,0), fica 72 = 2ar cos 6, entdo,

r = 2acosf.

Desta forma, temos duas situagoes:
1. Se a > 0, o grafico esta a direta do polo;

2. Se a < 0, o grafico esta a esquerda do polo.

T = 2acosf

° (a,0)

Figura 3.8: Circulo de centro em C(a,0) a direita do polo.
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3.3. EQUACOES POLARES

r = —2a cos

(—a,0)

Figura 3.9: Circulo de centro em C(—a,0) a esquerda do polo.

Tomando rg = a e 6y = g, a equacao (3.2), de raio a e centro (a,g),
obtemos: 72 = 2ar cos(f — g), assim
r = 2asinf.

Desta forma,

1. Se a > 0, o gréafico estd a acima do polo;

2. Se a < 0, o gréafico estd a abaixo do polo.

r = —2a senf

Figura 3.10: Circulo de centro em C(—a,g) abaixo do polo.

3.3.2 Retas

Vamos considerar um sistema Orf (sistema de coordenadas polares).
Determinemos o conjunto r dos pontos P(r,0) que satisfazem a equacao
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0= % Observe a Figura 3.11.

Figura 3.11: Reta em coordenadas polares.

Assim, o conjunto r = {(r,0)/0 = %} com r € R, r é a reta que passa
pelo polo e tem equacao 6 = 6y. Se a reta tem equacao cartesiana da forma
y = ax (reta nao vertical e que passa pela origem), com as equagoes de
mudancas de coordenadas,

y=azx

rsen(6) = arcos(0)
sen(f) = acos(0)
tan(f) = a

Considerando que o coeficiente angular a é a tangente da inclinacao 6y da
reta:
tan(0) = tan(6p)

Portanto, 8 = 6.

Retas Verticais: para equacao r = a, temos em coordenadas polares
a

cos(0)’

rcos(f) = a. Restringindo 0 em —g <0< g, podemos escrever r =
ou
r = asec(f)
que é a equagao em coordenadas polares de uma reta vertical passando por
(a,0).
Retas Horizontais: para equacaoy = a, tergos em coordenadas polares

rsen(f) = a. Podemos reescrever como r = a , ou

sen(6)

r = acossec(0)
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em 0 < 6§ < m, que é a equacao em coordenadas polares de uma reta hori-
zontal passando por (0,a).

Retas que nao passam na origem: Se o ponto Py(rg,0p) é o pé da perpen-
dicular a partir da origem até a reta L e rg > 0, entao uma equacao para a

reta L é
rcos(f — fp).

P(r,0)

Po(ro, 60)

To

6o

Exemplo 47. Sabendo que cos(0—0y) = cos 6 cos Oy +sin O sin by, determine
a equagao cartesiana da reta rcos(f —w/3) = 2.

Solucao:

rcos(f — m/3) = r(cosfcosm/3 +sinfsinm/3) =2
r(cos(6 — 7/3) = r(cos 9% + siné?\gg) =2

r(cosf +v/3sinf) = 4

Se x = rcosf e y = rsinf, entdo teremos x + /3y = 4 como equacio da
reta.
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3.4 Equacoes Polares das Conicas

Uma conica é o lugar geométrico dos pontos P que satisfazem |PF| =
e|PD].

Antes de apresentar as equacoes polares das conicas, vamos considerar a
seguinte definicdo geométrica que incluira a parabola, a elipse e a hipérbole.

Posicionando o foco na origem e a diretriz correspondente a direita da
origem ao longo da reta vertical x = k. Desta forma, temos PF = r, e,
PD = k— FB = k — rcosf, conforme a Figura 3.12. Substituindo na

equacao foco diretriz da cénica, |PF| = e|PD|, tem-se

r =e(k —rcosb),

da qual podemos isolar r, obtendo:

ke
= 3.3
" 1+ ecosb (3.3)
diretriz
P D
r/
is
Fl rcos(0)
=k

Figura 3.12: Defini¢do da Equagao polar das conicas.

Onde x = k > 0 é a diretriz vertical. Portanto:

1. Se e =1 entéo a conica é uma Parabola;
2. Se0 < e< 1, entao a conica é uma Elipse;

3. See > 1, entao a conica é uma Hipérbole.
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Toda conica que nao seja uma circunferéncia pode ser escrita pela relacao
3.3. Podemos ter as variacoes desta equacao dependendo da localizacao
da diretriz. Se ela estd na reta x = —k, a esquerda da origem (foco),

substituimos a equagao por

ke

=
1—ecosb

Se as equagoes das diretrizes sao y = k e y = —k, as equagoes envolvem
senos. Abaixo apresentamos um resumo das situagoes possiveis.
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3.4. EQUACOES POLARES DAS CONICAS

3.4.1 Agora tente resolver!

1. Determine a equagao da hipérbole com excentricidade 2 e diretriz z =
3.
25

2. Determine a diretriz da parabola r = ——————
etermine a diretriz da parabola r 10 + 10 cos 6

3. Identificar as conicas:

_ 4

~ 2+cosh

B 5

2 —2cosf
6

- 3+sin6
3

- 24+ 4cosb
4

(e) 7= 2 —3cosb

4. Determine a equacao cartesiana de cada uma das seguintes equacoes
e identifique-as:

(a) rcos(f —7/6) = /3
(b) rcos(d —2m/3) =4

5

(c) T_2—2c059
6

d = —

(d) 3 +sinf
3

(e) T_2+4C089

5. Determine as equacoes polares das seguintes equagoes:

(a) (z—6)*+y* =36
(b) 22+ (y—5)? =25
(c) 22 +2x+9y2=0

(d) 222 +2y* +22 — 6y +3 =0
(e) 22 +y* =4

(f) 2> +y*+22=0
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3.5 Coordenadas Cilindricas e Esféricas

Em determinados problemas do espaco tridimensional tornam-se mais
faceis se introduzimos um sistema de coordenadas nao cartesianas. Dois
mais importantes sdo o sistema cilindrico e o esférico.

O sistema de coordenadas cilindrica é muito semelhante ao sistema
de coordenadas cartesianas, exceto que usamos coordenadas polares para
um ponto no plano horizontal e a cota z é a prépria distancia ao plano xy.
Assim, as coordenadas cilindricas de um ponto sao (7,0,z), onde r e 6 sao
coordenadas polares para a projecao vertical de P sobre o plano xy. As
equacoes relacionando coordenadas cartesianas e cilindricas sao:

x = rcos(0)

y = rsen(0)
2=z
r? = g% 442

Em coordenadas cilindricas, a equacao r = a descreve um cilindro inteiro
em relacdo ao eixo z. A equacao 6 = 0y descreve o plano que contém o eixo
z e forma uma angulo 6y com o eixo x positivo. E z = 2y descreve um plano
perpendicular ao eixo z. O cilindro e o plano sdo apresentados na Figura
3.13.

Figura 3.13: Cilindro intersecao com plano paralelo ao plano xy.

Exemplo 48. Escreva as coordenadas cartesianas do ponto (5, — g,S).

Solugao:

)
r = 5005(—%) =3
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T 5v3
Y= 586”(—5) = (_T
z=3.

Coordenadas cilindricas sao uteis para descrever cilindros cujos eixos coin-
cidem com o eixo z e planos que contém o eixo z ou sao perpendiculares a
ele.

No sistema de coordenadas esféricas, o dngulo 6 representa exata-
mente o mesmo angulo do sistema de coordenadas cilindrica. Entao, 6 lo-
caliza um ponto P em um plano contendo o eixo z e fazendo um angulo 6
com o eixo positivo x. A distancia entre P e a origem O é representada pela
letra grega p (lé-se:rd): p = |OP|. Finalmente, o angulo de eixo positivo
z ao segmento de reta OP é representado pela letra grega ¢ (lé-se: fi). As
coordenadas esféricas de um ponto P sao (p,0,¢) e sdo geralmente escolhidas
de modo que p>0,0<0<27re0< ¢ <7 Observe a Figura 3.14.

)

Figura 3.14: Coordenadas esféricas.

g
L

Pela figura 3.14, observamos que sen¢ = OBl = f, logo r = psena.
p

Pelas equagtes x = rcosf e y = rsin 6, temos
x = psen(¢)cos(0)
y = psen(¢)sen(f)
Do triangulo ORP, sabe-se que ele é retangulo, entao cos¢ = :gﬁ: = ;

Portanto,

z = pcos(o).
Como p é a distancia entre P e a origem, entdo: p> = (/a2 + 32 + 22.

y _ sen(f)
Sez #0, r  cos(f)

= tan(f). Se p # 0, entao - cos(¢). Portanto, se
p
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3.6. LISTA DE EXERCICIOS: COORDENADAS POLARES,
CILINDRICAS E ESFERICAS

escolhermos as coordenadas esféricas (p,0,¢), de modo que p > 0,0 < 0 < 27

e 0 < ¢ <, temos p? = /a2 +y2+ 22, tan(f) = g, para x # 0. E,
x
¢ =cos ! = E.
p

Exemplo 49. Converta o ponto (3,0,m) para coordenadas cartesianas
Solucao:
Pelas equacoes:
x = psen(¢)cos(0)
y = psen(¢)sen(f)
z = pcos(P).

Temos:

x = 3sen(m)cos(0) =0
y = 3sen(m)sen(0) =0
z = 3cos(m) = =3

Portanto, o ponto em coordenadas cartesianas é (0,0, — 3).

A equacao p = a descreve uma esfera de raio a, centrada na origem. A
equacao ¢ = ¢ descreve um cone cujo vértice estd na origem e seu eixo é o
eixo z.

3.6 Lista de exercicios: Coordenadas Polares, Cilindricas
e Esféricas

Coordenadas Polares

1. Encontre as coordenadas cartesianas retangulares de cada um dos se-
guintes pontos cujas coordenadas polares sao dadas:

© (-4,27)

k T
(d> (_277_ 5)
s
(©) (2,7
2. Quais pares de coordenadas polares representam o mesmo ponto?
(a) (4,0)
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CILINDRICAS E ESFERICAS

(b) (~3,0)
2

© 25
T

@ 23)

(¢) (—4.m)

0 2.3)

(g) (~3.2m)

(h) (-2, 2)

3. Determine uma das coordenadas polares dos pontos abaixo, dados em
coordenadas cartesianas:

4. Determine as equagoes dos circulos:

Y
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3.6. LISTA DE EXERCICIOS: COORDENADAS POLARES,
CILINDRICAS E ESFERICAS

Raio|= V2

(b)

5. Esboce os circulos, indique as coordenadas de seus centros e identifique

seus raios:
(a) r==6cosb
(b) r = 4send
(c) m=—8cosb
(d) r = —2send

Coordenadas Cilindricas e Coordenadas Esféricas

1. Converta de coordenadas cilindricas para cartesianas:

2. Converta as equacbes em uma equacao equivalente em coordenadas
cilindricas:

(a) z=2(a®+y?)
(b) 22 +y* =25
3. Converta de coordenadas esféricas para cartesianas:
(a) (1,0,0)
T
b) (1,—,—=
(b) (1,5,%)
m
(©) (5,my)
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T T

(d) (27§’Z)

4. Converta as equagdes em uma equacao equivalente em coordenadas
esféricas:

(a) 22:.132—{—3/2
(b) 2?2+ 9% +22=25

3.7 Gabaritos

Lista Conicas

Parabola
1. a) F(073)7y = —3,$ = t)?/ — 215227 b)F(—2,0),ﬂj‘ = 27y = t,CC = _%7
OF(1,0),2 = —1; d) F(0,1),y = -1,z = t,y = &; ¢) F(3,0),z =

t2

2. a) y> = 20z; b) 22 + 8y = 0; ¢) y* —2x = 0; d) 22 — 8y = 0; e)
y? —8x =0;f) 22 = —12y

3. 22 =—y
4. a) y*> — 62 =0; b) 22 = -9y
Elipse

1. a) focos: (—4,0),(4,0), vértices: (5,0),(—5,0),(0,3)(0, — 3), excentri-

cidade: e = % equagOes paramétricas: x = bcosf,y = 3senf; b)
focos: (v/7,0), (—v/7,0), vértices: (4,0), (—4,0), (0,3)(0, — 3), excentri-
cidade: e = i equagoes paramétricas: x = 4cosf,y = 3senb; c)

focos: (0, \ﬁ),( , —V/12), vértices: (0,4), (0, —4), (—2,0)(2,0), excen-

tricidade: e = % equagoes paramétricas: x = 2cosf,y = 4send;
2 a) L 4L L) E L o) =
3oa) L+ ¥ —1h) 24 Lo,
4. % + % =1
Circunferéncia

1. a) (x—4)2+ (y+3)2=25b) (z+5)2+(y+12)2=9;¢c) 22 +y*> = 16
2. (=1 +(y—2)2=13
3. a) C(34),r=4;Db) C(0,— 2); ¢) C(2,3)
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4. (x =3+ (y—4)? =17

5. (x+1)*+ (y+5)* =26

6. a dnica equacao que representa uma circunferéncia é a letra e).
7. sNe:{(1,1),(-1,-1)}

8 sne:{(1,—-1)}

9. snc: {0}

10. b=7o0ub= -1

Hipérbole
1. a) focos: (v/13,0),(—v/13,0), vértices: (2,0),(—2,0), excentricidade:
e = @, equagoOes paramétricas: x = 2secl,y = 3tand; b) focos:

(0,4/34), (0, — v/34), vértices: (0,3), (0, — 3), excentricidade: e = ‘ﬁ
equagoes paramétricas: x = Stanf,y = 3sech; c) focos: (v/34,0), (— \/ 4,0),
vértices: (5,0), (—5,0)

2. a) 922 — 16y> = —144; b) —322 4+ y? = —3; ¢) 92% — 16y = 144; d)
2

2
y _
=LA =1
Equagoes Paramétricas

l.a)y =t,x = f%; b) 2 = V/5cosl,y = 3sen; c) x = /5sech, y =
2tand

Translacao de eixos:
1. 4% = —16x — 2y + 47
2. y? = —8x + 12y — 40
3. y? 4+ 8x — 4y =20
4. (y+3)*=—-8(x —4)

5. a) V(- 73) F(— 233), 0
4),F(=5,—1),x 3d)V( ,—4),F(=1,-5),y= -3

=— b) V(2,-1),F(2,-2),y =

); =

6. a)) (y+1)2 =12(2+1); b) (241)° = ~4(y—1); ¢)
)

= (
d)(z —1)? =—12(y 3);e) (z—2)* = —gy: ) (y +4)* = 12(z - 2);
g) (y+2)*=3(x+3)

7. y:—%xQ—l—x—Q

8. -
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9. -
z+1)? +2)2
10. ( 16) + (925) =1
z—2)2 —2)2
11. ( 7) (916) =1
12. focos: (3, —4) e (3,12)
13. a) @ + (y-zl)2 = 1;b) (:c—&i2)2 + (yI62)2 =1;¢) (36162)2 + (y—53)2 =1
2432 Y 2—2)2 _12 2—3)2 2
d) %Jr (y162) —1; e)( 362) + (yQ(}) =1; ) ( 93) + (lerél) -1
+1)2 z—2)2
14. (ylﬁ) _( 9) =1
+3)2 z—1)2
15. (916) _( 9) =1
16. -
17. a) (ygijf _ (w§65>2 —1; b) (x562)2 _ (y—2+51)2 — 10 (mﬁ))g _ (y—91)2 — 1
2 2—9)2 2—1)2 52 2—9)2 2
d) (yg?») _( 162) =1;e) ( 161) _ W 92) =1;1) ( 82) _ (y+53) -1
18. Parabolas: (a), (c), (i). Elipse: (b), (d). Circunferéncia: (g), (h).
Hipérbole: (e), (f), (j).
2
19, 8) V(~2,-8), F(~1,-3); b) V(1,-7), F(1,-5); ) O(-2,-1) T E 2
2 _ 92 _ 92
WAL — 1.0 0@8), F33), FO,3) 0 C22), E 2 WA

1;£) O(—1, - 1), F(—1,— 1+ 2), F(-1,— 1 — v/2)

Lista de Superficies
Superficies

1

. Sequéncia das respostas: Elipsdide, Hiperboléide de uma folha, Hiper-
boldide de duas folhas, Esfera, Paraboldide eliptico, Hiperboldide de
uma folha, Elipsdide, Esfera, Hiperboldide de uma folha, Hiperboldide
de duas folhas, Hiperboldide de uma folha, Paraboldide eliptico, Pa-
raboldide eliptico, Paraboléide hiperbdlico, Paraboldide eliptico.

Coordenadas Polares, Cilindricas e Esféricas

Coo
1

2.

rdenadas Polares
: a)(_370); b) (_171); C) (272\/§)§ d) (072); e) (_\@7\/5)
(ae); (b,g); (c,h); (d.f)
3 T T 2
: a) (_47?)5 b) (ﬂ’Z)’ C) (375)5 d) (47?)

. a) r = 10cos0; b) r = 2v/2cosf
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1. Gréaficos

Coordenadas Esféricas

L. a) (272\/§71); b) (073,4); C) (5\2/37;7 - 2)? d) (—373\/ﬁ)
2.a)z=2r%b)r=>5

3. ) (0015 b) (213 o) (5005 0) (L V2)

4. a)¢=£;b)P=5
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